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Lésungen zu den Ubungsaufgaben 1

1 Elementare Umformungsregeln zum Losen von Glei-

1.1.

(a)

1.2.

(a)

chungen

(3a + 7b)?

(5a + Tc)?

(—2a? + 13d)?

(9b — 16¢) - (95 + 16¢)

(8a + 14b) - (8a — 14b)

(Tz — 4y)?

(~0,2a +1,20%)2 =

922 + 90z + 144 =

a* +6a2 — 40 =

= (3(1)2 +2- (3(1) 3 (7b) -+ (7b)2 (1. binomische Formel)
= 9a? + 42ab + 49

= (5&)2 +2- (5&) . (70) -+ (70)2 (1. binomische Formel)
= 25a* + 70ac + 49c?

= (13d — 2(12)2 (K ommutativgesetz)
= (13(1)2 —2- (13d) . (2012) + (20,2)2 (2. binomische Formel)
= 169d* - 52da® + 4a*

= da* - 52a%d + 16942 (K ommutativgesetz)
= (Qb + 16C)(9b s 160) (Kommutativgesetz)
= 81b2% — 256¢2 (3. binomische Formel)
= 64a® — 196b° (3. binomische Formel)

= (7%)2 +2- (7$) : (—4y) -+ (~4y)2 (2. binomische Formel)
4922 — 56zy + 1612

(1, b == 0, 2@)2 (Kommutativgesetz)
(1, 262)2 + 2. (1, 2b2) : (*——0, 2&) + (0 2(1)2 (2. binomische Formel)
1,44b* — 0,48b%a + 0, 04a>

0, 04a® — 0, 48ab? +1, 44b* (Kommutativgesetz)
9(I2 + 10z + 16) (Ausklammern eines Faktors)

9<’E + 2) (ZL‘ + 8) (Zerlegen in Linear faktoren)

((L2 -+ 10)((12 —4) (Zerlegen in Faktoren)

((L2 -+ 10)((1 + 2)(0, . 2) (3. binomische Formel)



25602 — ¢4

169e® — 25 f10

625d% — a*
144¢% — d8
8lat — b8

36h10 — 19640

1622 + 8z + 1 — 4992

3y + 27y% + 60y

49m? + 42mn? + 9nt

—16p* + 64p%q* — 6448

Lésungen zu den Ubungsaufgaben

(16a)* — (c*)

(16(1 ~+ ) 16a — CZ) (3.binomische Formel)

2
(
(16(1 + 02)(4\/1 -+ C)(4\/Z — C) (fuer a>0

3. binomische Formel)

(13e%)? — (5£°)?
(1363 + 5,](5)(1383 = 5f5) (3. binomische Formel)

25d%)? — (a?)?
)(25d* — a?) (3. binomische Formel)
25d* + a?)((5d%)? — (a)?)
XN

25d* + a?)(5d> + a)(5d2 — (1,) (3. binomische Formel)

(12¢)* — (d°)?
(120 + d3)(12c — d3) (3. binomische Formel)

(9a%)2 — (b*)?

(9(12 + 194)(90,2 = b4) (3. binomische Formel)
(9(12 + b4)(3a + b2)(3a — bQ) (3. binomische Formel)

(61°)% — (14¢°)?

<6h5 + 1493)(6h5 = 14g3) (3. binomische Formel)
(1622 + 8z + 1) — 492

(42 -+ 1)2 — 49y2 (1. binomische Formel)

((41’ -+ 1) -+ 7y)((4$ + ].) ES 7?/) (3. binomische Formel)

(4o + Ty +1)(dx — Ty + 1)

3y(y2 + 9y + 20) (Ausklammern eines Faktors)
3y(y + 4)(y + 5) (Zerlegen in Linear faktoren)
(7771, +3’I’L2)2) (1. binomische Formel)
—4(4]34 = 16p2q4 + 16(]8) (Ausklammern eines Faktors)

—4(p2 — 2(]4) (2. binomische Formel)



Lésungen zu den Ubungsaufgaben

1.3.
(a) (=5c+3a)(5c—3a) = (—1)(5c — 3a)(5c — 3a)
= B — Ba)
= —25¢? 4 30ac - 9a?
(b)  9z% + 90z + 144 = 9(z+2)(z+8)
(¢) (—8d+5e)(8d —5e) = (—1)(8d — 5e)(8d — 5e)
= {8 be)*
= —64d? + 80de — 25¢?
(d) 42+ 40z + 36 = 4(z?+ 10z +9)
= 4(x+1)(z+9)
1.4.
(@) (3e—3%f)° = (36 +2-(3¢) (=3 +(;
= 4 def 3P
Anmerkung:

Es empfiehlt sich, die Briiche beizubehalten;

die Verwendung von Dezimalbrichen fiihrt hier er fahrungsgemdB zu Fehlern,

oder haben Sie tatsichlich das folgende Ergebnis:

0,25¢2—0,3e f4+0,1f2(?)!

(b) (39— 5h)? = (g2 +2-(Lg) (-1
= 39° = 90+ 5
() B+%)F = (3g)+2-(3)- () +(
72 144

(Ausklammern von (—1))
(2. binomische Formel)

(2. binomische Formel)

(Siehe Aufgabe 4(e))

(Ausklammern von (—1))
(2. binomische Formel)

(2. binomische Formel)

(Ausklammern eines Faktors)

(Zerlegen in Linear faktoren)

(2. binomische Formel)

(3. binomische Formel)



1.6.

1.7.

2 1 r2
36e —2€f+§’gf

2 1 2
16c — 2¢d + 1=d

a®—3a>
a?—6a+9

23—22-562

222-30z+112

Dy =
3z3-1 z—1
23422y + z+y

Il

a?(a—3)
(a—3)?
a2

a—3

R\ {+3}

2z(z—9)
(z—9)(z+9)
2z
z+9

R\ {-9, 9}

2(2%—2-56)
3(22—152156)

z(z+7)(2—8)
z—8
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(6e)? — 2 (6e) - (5.f) + (5./)

= (66 s %f>2 (2. binomische Formel)

— 1.2 ; ’

= (40 — Zd) (2. binomische Formel)

= —( - (%)2)2 (2. binomische Formel)
+ :—g) = 7]n— = 177—66 (3. binomische Formel)

(Ausklammern, 2. binomische Formel)

(fuer a#3)

(Ausklammern, 3. binomische Formel)

(fuer x#9, z#-9)

(Ausklammern)

(Zerlegen in Linear faktoren)

2(2=7)(2-8)
z2(z+7
25z-7§ (fuer z#8)
RA\A{7, 8}
i (z—1)
% * £+y (Ausklammern im Nenner (links))
3z3-1 (I—l)-xQ
z?(z+y) * 22(z+y) (Hauptnenner)
3_ 3_,.2
32121(+jy)r— (Ausmultiplizieren im Zaehler)
4zd-2?—1

z2(z+y)

(Zusammen fassen im Zaehler)
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(b) a,2+22b+b2 - a22fb2 = (afb)g - (a,+b2)?a—b) (Binomische Formeln)
- (aflgl)lz_(zlb) - (a—?—(z()g?abzb) (Hauptnenner)
== a_l)(:aff__l)—)ZQ((za%%)ab (Ausmultiplizieren im Zaehler)
= %ﬁ‘;}%‘g)ﬁ (Zusammenfassen im Zaehler)
(C) ——T;gigji:‘l = _._._,2_'@(;]_)4(;*4) (BinomischeFormel, Linear faktoren)
= 421;741) (K uerzen)
= ;—:’2 (Ausmultiplizieren im Zaehler mit (=1))
= T;'Tl‘ (Erweitern mit (—1))
PRSI R ) ESERY (F FE ) R —
= L%%g (Ausmultiplizieren im Zaehler)
= (ww:ll)x (Zusammen fassen im Zaehler)
= ;15 (Kuerzen)

1.8.

(@) (z+2)%—(z—3)? = 0
2 +4r+4— (2> -62+9) = 0 (1. binomische Formel)
2 +4z+4—-224+62-9 = 0 (Ausmultiplizieren mit (—1))
10x = b (=22, Zusammen fassen)
. -}

(b) 222+ 1lz —10 = z2+16
2%+ 11z — 26 = 0 (—a2, —16)
(x +13)(xz —2) =0 (Zerlegen in Linear faktoren)
z=-—13 vV =2

(¢) (z+3)2—(z-2)? = 0
246z+9— (22 -4z +4) = 0 (1. binomische Formel)
2+6z+9—22+4x—-4 = 0 (Ausmultiplizieren mit (—1))
10z = —=h (—x2, Zusammen fassen)
- - -}



2¢% + 15z — 18
x? + 152 — 34
(x+17)(x — 2)
z =17

%2- +3p+5
p? +6p + 10
P12

P12

—16s% + 8s

2

§° — 3+—1%

(eI

81,2

S

S5 _ T
62—6 ~ 3z+3

_5 _ _ 7
6(z—1)

3(z+1)
5(z+1) 7-2(z—1)
6(z—1)(z+1)  3(z+1)-2(z—1)

5(x+1) —14(z — 1)
or + 5 — 1ldx + 14
—15z

=

Y@—4) | (z+1)(z=1)
Y@= T (a=0)(@=1)

z+1)(z—4)+ (z+1)(z—1)
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z? + 16

3+ v9—-10
3t v—-1

Bl= s O
H
&l
|
el

&
z2-1
(m—Hj/(rﬂ—l)
z-6
(z+1)(z—1)6

6x

(—z2, —16)

(Zerlegen in Linear faktoren)

(-2)

(Anwenden der p—q—Formel)

(Da /-1 keine reelle Zahl ist, ist die Lésungsmenge leer.)

(Umformen)

(Anwenden der p—q—Formel)

(Da v/0 = 0 hat diese quadratische Gleichung

genau eine Losung.)

(Hauptnenner: (z+1)(x—1)-6, D;= R\ {-1, 1}

(Multiplizieren mit dem Hauptnenner)

(Zerlegen in Linear faktoren)

(Hauptnenner: (z—1)(z+4), Dy= RA\{1, 4})

(Multiplizieren mit dem Hauptnenner)

(Zerlegen in Linear faktoren)

L ={-1, 5})
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1.9.

(@ fl@ = lz-2
0 = %xz0—2
2 = %xo
To = 16

b f(z) = z?+ 15z — 34
0 = 23+ 15zp — 34
0 = (mg+17)(zo — 2)
xg=—17 V x20=2

(c) f(x) = g% — 1322 +36
0 = zf— 1323+ 36
0 = (a} - 4)(z3 - 9)
0 =

330:2

\Y
\% x9g=-3 V z20=13

(d)  f(z) = 222 -2rx+1
0 = z}—wo+3
wo = 3EVios
ZTo = %i\/ %

To §{ R
(e) f(z) =+ 22+ 100+ 25
= 3+ 10z +25
0 = (zg+5)(zo+5)
To= —9

(£ flz) = 2% 49z
0 = 23— 49z
0 = z¢- (x3 —49)
0 = z0-(xg—T7) (w0 +7)

g =10 vV oxg=7

(zo + 2)(z0 — 2)(x0 + 3)(z0 — 3)

(Berechnung der Stelle(n) xo mit f(x0)=0)
(+2)

(8)

(Berechnen der Stelle(n) o mit f(z0)=0)

(Zerlegen in Linear faktoren)

(Berechnen der Stelle(n) xo mit f(x0)=0)
(Zerlegen in Linear faktoren)

(Zerlegen in Linear faktoren)

(Berechnen der Stelle(n) xo mit f(xo)=0)

(es existiert keine reelle Loesung!)

(Berechnen der Stelle(n) o mit f(z0)=0)
(Zerlegen in Linear faktoren)

(es existiert genau eine Loesung!)

(Berechnen der Stelle(n) xo mit f(x)=0)
(Zerlegen in Linear faktoren)

(Zerlegen in Linear faktoren)



2 Potenz- und Wurzelrechnung

Lésungen zu den Ubungsaufgaben

Die gegebenen Ausdriicke werden unter Anwendung der Potenzrechenregeln
(Lehrtext Teil A, S. 57) und der Regeln der Wurzelrechnung (Lehrtext Teil A,
S. 60) vereinfacht.

2.1

(a)

3a2 - 2a - 6a®

b21‘ . b3m

21y11
14y9

143
(17 7]
1

5T

12

(3-2-6)-(a?-al-a?)

36 - a2+1+3

3648

b2$+3z

b5a:

W Nl W

(Potenzrechenregel (3))

(Potenzrechenregel (1))

(Kommutativgesetz, Assoziativgesetz)

(Potenzrechenregel (1))

(Potenzrechenregel (1))

(Potenzrechenregel (1))

(Kommutativgesetz, Assoziativgesetz)

(Potenzrechenregel (1))

(Potenzrechenregel (3))

(Assoziativgesetz, Kiirzen)
(Potenzrechenregel (2))

(Potenzrechenregel (2))

(Kommutativgesetz, Assoziativgesetz)

(Potenzrechenregel (2))

(Potenzrechenregel (3))
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. 101 1,1
(i) z3-x1 = x371 (Potenzrechenregel (1))
oL
= €T 12
12 7
= T (Potenzrechenregel (7))

(-

D

S
=
[l
jo
N
Q
Uil

(Potenzrechenregel (7))

7
= a 10
0
= A a’ (Potenzrechenregel (7))
1
Ve _ &
(k}) Vz = x% (Potenzrechenregel (7))
1_1
= x4 2 (Potenzrechenregel (2))
_1
= €T 4
_ L
7 (Potenzrechenregel (6))
n+2
(l) % = m(n+2)—(n+1) (Potenzrechenregel (2))
= T
2.2,
(CL) 4—+/2x -5 = T (es liegen alle © 1m De finitionsbereich,
fuer die gilt: 2z—5>0, also: ;1:2%)
—/2x =5 = z-—4
—+/97 — 5)2 = 2 . ) ) )
( 2x 5) = (r == 4) (Achtung: Das Quadrieren beider Seiten
einer Gleichung ist keine Aquivalenzumformung!)
2z — 5 = z?-8z+16
22 —10c+21 = 0

(@=3)@-7) = 0

=3 V' &#=7 (Beide Losungen liegen im Definitionsbereich)

Probe:
Die Probe ist hier unbedingt er forderlich. Wegen der fehlenden Aquivalenz sind die Lésungsmengen

der Ausgangsgleichung und der Gleichung x?—10x4+21=0 nicht zwingend gleich.
Probe mit x=3:

4-v2-3—-5 = 3
4—+6-5 = 3
4-v1 = 3
4 -1 = 3
3 = 3 (Also 3ellb)
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Probe mit x=7

4-42.7T-5 = 3

4-V/14-5 = 3

4-+/9 = 3

4-3 = 3

1 = 3 (Also: 7dl)

(b) Vaz 9z + 5 =0 D= R,)

Vi -z -9 T +5 =0 (Wurzelgesetz)
2V — 3T+ V5 =0

=/@ = -5

x =5 L ={5})

(c) V2x+5—+4x—4+1 = 0 (Es liegen alle © im Definitionsbereich,
fuer die gilt: 204+5>0 A 4x—4>0
also: z>—35 A 2>1; also fuer x>1)

V2r +5—Vir — 4 = -1

(V2z +5 — iz — 4)? = (=1)? (Quadrieren)

20 +5—2/(2x +5)(dz —4) +4z -4 = 1

6z —2/(2z +5)4 - (z — 1) = 0

6x — 44/ (22 + 5)(x — 1) = 0 (Wurzelgesetz)

2y/Qz+5)(z-1) = 3a

(24/(2z + 5)(z — 1))? = (32)?  (Quadrieren)

42z + 5)(z — 1) = Gt

4(22% + 3z — 5) = Bx®

872 + 12z — 20 = Ogx?

x? — 12z + 20 : = 0

(z — 2)(z — 10) =0

o= 2 V  x =10 Beide Lésungen liegen in [D)
Probe:

Die Probe ist hier wieder unbedingt er forderlich!

Probe mit x=2:
V2-24+45-V4-2-441 =
Vi+5-v8-4+1
VO —Vi+1
3=—2+1

Ml
o oo o

(Also: 2¢lL)
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Probe mit x=10

V2. 10+5—-+v/4-10-4+1 = 0
V20 +5 — 40 — 4+ 1 = 0
V25 — V36 +1 = i
o—6+1 = 0 (Also: 10€l)

3 Exponentialgleichungen und Logarithmen

3.1.
(a) Ks = 161 051 EUR
Ko- (14 4%)° = 161051 EUR
Ko = 19
Ko = 100 000 EUR

Der Kapitalanleger hat einen Betrag von 100 000 EUR fiir fiinf Jahre
zu einem Zinssatz von 10 % fest angelegt.

(b) K; = 161051 EUR- (1 + £2)5
Ks = 161051 EUR1,1°
K5 =~ 259 374 EUR

Das Guthaben wiirde dann etwa 259 374 EUR betragen.

(¢) K > 500 000EUR
500 00OOEUR > 100 0O00EUR.-1,1*
5 > 1,17
log 5 > xz-logl,1
log 5
& s loggl,l

Ein Guthaben von 100 000 EUR miifite fiir (mindestens) 17 Jahre
zu einem Zinssatz von 10 % fest angelegt werden, um einen Betrag von
(mindestens) 500 000 EUR, zu erzielen.

11



3.3.

].Og12 144 - 2

1

logg2 = 5

10g%2i7 = 3
10g321—7 = —3
log1910 000 = 4
logQ% = —1
log,2 = %
log, 49 = 2
log7% = —2
logyg 7 = ’12‘
log, 7?3 = 23

ni = -1

wahr
wahr
falsch
falsch
wahr
falsch
wahr

falsch

Lésungen zu den Ubungsaufgaben
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3.5.
(a)

12-4% + 17
15 - 47

e

92z

2z - logy 2
2z

T

22z+7

(22 +7) -log, 2
2¢ + 7
2z + 7
2047
2047

z

64 - 42 — (
43 .42z (4—2)37*2
43+21’

)z—2

al=

3+ 2z
4x

po—1. 32

lg(b*~1 - 3%)
(z—1)lgb+axlg3
zlgh—lgb+xlg3 +xlgh
z(lgh+1g3 +1g2)

z(lg 6b)

T

13

257 -3-4%
240

32 . 847

log,(32 - 84®)
log, 32 + log, 81®
5+ 4z -log, 8
544z -3

5+ 12z

0,2

0 (64=43, L=472)
4_ZI+4 (Potenzrechengesetze)

—2x +4

C={i)

ENT

2—$
lg(277)

—xlgh

(Logarithmieren)

(Logarithmengesetz)

lgb
Ig b (Logarithmengesetz)

ég% (lg 6b=1g 6+1g b;

hier kann man also nicht kirzen!)



14

Lésungen zu den Ubungsaufgaben

4 Grundlagen der Trigonometrie

4.1.

3 sin o
(Z) sin -~y
<= sina
- ]

B

5

sin o

sin 3
—

sin o
siny

— a

[ 8

Q

Q

alR ol

- sin 7y

=)

;13em
12,4cm

0,4584
27,3°

-sin 112°

.o lo

2
=]
@

0
=]
2

sin 83,3°
sin 48,5°

-12,4dm

(Sinussatz / Lehrtext Teil A, S.73)

(oder cx=180°—a

ag ist keine Ldsung, da az+v>180°)

(Sinussatz / Lehrtext Teil A, S.73)

(Sinussatz | Lehrtext Teil A, S.73)

(Sinussatz / Lehrtext Teil A, S.73)
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(’LZ'L) -:-%L—s = g (Sinussatz / Lehrtext Teil A, S.73)
< siny = {-sinf
= 2. 5in65,5°
0,9855
= M ~ 80,2° (oder ~v9=180°—~; =99,8°
Yo ist die zweite Lésung!
o = 180° — (ﬁ -+ ’yl) (oder ap=180°—(8+72))
(673 = 34,3° (oder ap=14,7°)
S:"g—% = % (Sinussatz | Lehrtext Teil A, S.73)
sin o
a ~  sinf b
in 34,3° 1470
a1 = Higshe 9.88m  (oder ar=3nidlc 0 85m)
aq ~ 6,1m (oder az=2,8m)
W) «@ ~ 36,87°
)
3~ 53,13°
¥ = 90°

Anmerkungen zur Anwendung des Sinussatzes:

Bei Teilergebnissen, wie sin ov = 0,4584 kommt es bei der Auflésung nach « zur
Mehrdeutigkeit wie man an einer Zeichnung des Graphen der Sinusfunktion
leicht nachvollziehen kann (Lehrtext Teil B, S.17). Die Sinusfunktion nimmt an
(unendlich) vielen Stellen den (y-)Wert 0,4584 an; von der Aufgabenstellung
her kommen allerdings nur Winkel zwischen 0° und 180° (bzw. zwischen 0
und 7 im Bogenmaf) in Frage (Winkelsumme im Dreieck!). Im Aufgabenteil (i)
scheidet die 2. Losung offensichtlich aus. In der Aufgabe (ii) gibt es tatséchlich
zwel Losungen.

Ein weiteres Problem tritt bei Einsatz des Taschenrechners auf. Als Losung
solcher Gleichungen wie sin «=0,4584 liefert er grundsétzlich die Losung, die
im Bereich von —90° bis +90° liegt. Losungen, die sich im Bereich zwischen
90° und 180° befinden, werden vom Taschenrechner also grundsétzlich nicht
angezeigt, sondern missen aus der angezeigten Losung oy (a; < 90°) iiber
a9 = 180° — vy ermittelt werden.

Eine Erinnerung an den frithen Geometrieunterricht (Kongruenzsitze) mag
verdeutlichen, wann bei der Anwendung des Sinussatzes eine zweite Losung in
Frage kommt und wann nicht. Bei dem Kongruenzsatz SSW konnte man die
Eindeutigkeit des konstruierten Dreiecks nur unter der zusétzlichen Forderung
gewihrleisten, dal der Winkel der gréfieren Seite gegeniiberliegt; liegt er der
kleineren Seite gegeniiber, kann es keine, eine oder zwei Lésungen geben.



16 Loésungen zu den Ubungsaufgaben

Im Riickblick auf die hier gestellten Ubungsaufgaben kann man bei (i) konsta-
tieren, daB mit ¢ = 12,4em, a = 6,13c¢m und v = 112° der gegebene Winkel
der gréfleren Seite gegentiberliegt (¢ > a!) und somit die Losung eindeutig sein
muB, wihrend bei (iii) mit b = 9,88m, ¢ = 10.7m und 8 = 65, 5° der gegebene
Winkel eben nicht der grofieren Seite (hier c!) gegeniiberliegt, die Losung also
zweideutig oder eindeutig sein kann oder auch gar nicht existieren muf.

4.2,

Die Aufgabe wird schrittweise gelost. Zu bestimmen ist die Linge der Strecke
F1F5. Gegeben sind die folgenden Stiicke: |BB/|=63,2 m, o = 28,7° und
8 =43,9°.

Bild 2 148t sich ergénzen. 0 kommt ebenfalls im Dreieck A FyB’B vor (Wech-
selwinkel!). o kommt noch im Dreieck AF;B’B vor (Wechselwinkel!).

Im AFyB'B gilt:

- BB
tan3 = 55
BT BB’
— |B/F2l = Ita‘n ﬂ[

= |B'F| ~ 65 7m

Im AF,B'B gilt:

tan o e 2]

| B/ F |

TN BB’

< |B'Fy| = LMJ
= |B'Fi| =~ 115,4m

Also tFlel lFlB/‘ = 1FQB'|

[l

|F1F2‘ = 49, m
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4.3.

Die Aufgabe wird schrittweise gelést. Zu bestimmen ist die Lange der Strecke
MS. Gegeben sind die folgenden Stiicke: |FW|=120m, o = 36° und 3 = 43°.

Bild 1 148t sich ergéinzen. 8 kommt ebenfalls in den folgenden Dreiecken vor:
Im Dreieck AFPW (Wechselwinkel!), im Dreieck APSM (Scheitelwinkel!)
und im Dreieck APM S (Symmetrie!).

S/
Im AFPW gilt:
; _ |Fw
Sln,@ = W
= |PW| = F|
sin (3
= |PW| = 176m
Im APSW gilt:
aWPS = 180° 23
= 94°
IPSW = "180° — (o + B+ IW PS)
= 7°
[PS| _ sin(a+p) Sinussats
—IWI = SnPSwW (Sinussatz)
o _ in +,3)JW
= |PS| = SiEmw
= [PS| =~ 141Tm
Im APMS gilt:
sing = [28]
—|PS]
|MS| = sing-|PS|

|MS| =~ 966m
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Anmerkung zur Schreibweise W PS:

In der Schreibweise <W PS steht der mittlere Punkt (hier P) immer fiir den
Scheitelpunkt des Winkels; die beiden anderen Buchstaben bezeichnen Punk-
te, die auf den Schenkeln des Winkels liegen (hier W und 9).

4.4.

Die Aufgabe wird schrittweise gelost. Zu bestimmen ist die Lénge der Strecke
Py Py. Gegeben sind die folgenden Stiicke: |E[:55 m, <JBAP; = 124,1°
, 4BAP, =54,3°, 4P1BA =33,9° und <1P,BA =95,2°.

Py

Py
A B
Im AABP; gilt:
JAP,B = 180° — 4BAP, — <P,BA
AP, B = 30,5°
|AP| _  sindP,BA 4 .
A5 = SndAPB (Sinussatz)
N AB|-sind Py BA
= |AR| = ‘ Sn2TAD; B
Im AABP) gilt:
JAPIB = 180° — JABAP, — 4P BA
JIAPB = 22°
AP _ sindP1BA Si
B = SnJAPB (Sinussatz)
T AB|.sind P, BA
= [AP] = | sinszmAPJB
— (AP =~ 81,9m
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Im AAP; P, gilt:

AP1APy, = JBAP, — QABAP;
4P AP, = 69,8°
1P1P2|2 = \APQlQ -t |AP1|2 -2 }APQ‘ : IAP]‘ -cos AP AP, (Kosinussatz)

- ‘Plpgi = \/IAPQP -+ }AP1|2 -2 |AP21 . |AP1| ccosAP1 AP,  (Kosinussatz)

|P1P21 ~ 1llm

4.5.
1. Fall: Die Geraden g und h bilden einen Winkel, der nicht 909 betragt.

Fall 1(a): P wird von den Geraden g und h ,eingeschlossen*.

Uberlegung: Wir konstruieren ein Dreieck, in dem der Punkt S
einen Eckpunkt, der Punkt P den Hohenschnittpunkt und die Ge-
raden g und h ,freie“ Schenkel bilden. Uber die Senkrechte von
P auf g gelangen wir zu einer Hohe in diesem Dreieck und damit
zu einem zweiten Eckpunkt; es ist der Schnittpunkt der genann-
ten Senkrechten mit der Geraden h: S’. Die Senkrechte von P auf
h liefert eine zweite Hohe in dem zu konstruierenden Dreieck und
damit den dritten Eckpunkt; es ist der Schnittpunkt der genann-
ten Senkrechten mit der Geraden g: S”. Die Senkrechte von P auf
die Strecke S’S” schneidet als Hohe im Dreieck SS’S” den Punkt S.

Skizze:
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Fall 1(b):
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P wird von den Geraden g und h nicht ,eingeschlossen®. Die Gera-
den g und h ,zerlegen® das Blatt in drei Teilflichen. P liege in der
Teilfliche, die die Gerade h mit den Blattbegrenzungen bildet. Der
zweite (mogliche) Fall 168t sich analog behandeln.

Uberlegung: Wir konstruieren ein Dreieck, in dem die Punkte S
und P Eckpunkte, die Gerade g einen ,freien“ Schenkel und die
Gerade h eine Hohengerade bilden. Uber die Senkrechte von P auf
g gelangen wir zum Schnittpunkt mit der Geraden h, der sich als
Hohenschnittpunkt im zu konstruierenden Dreieck auffassen 1a8t:
H. Die Senkrechte von P auf h liefert mit dem Schnittpunkt mit
g den dritten Eckpunkt des zu bildenden Dreiecks: S’. Die Gerade
durch die Punkte S’ und H liefert die dritte Hohe im zu konstruie-
renden Dreieck. Die Senkrechte von P auf die Strecke H S’ schneidet
als dritte Seite im Dreieck SPS’ den Punkt S.

2. Fall: Die Geraden g und h bilden einen Winkel, der 90° betrégt.

Fall 2(a):

Fall 2(b):

P wird von den Geraden g und h ,eingeschlossen®.

Uberlegung: Wir konstruieren ein Rechteck, in dem die Punkte P
und S gegeniiberliegende Eckpunkte bilden. Die Geraden g und h
bilden , freie® Schenkel. Uber die Senkrechte von P auf g gelangen
wir zu einem dritten Eckpunkt des zu konstruierenden Rechtecks:
S’. Mit der Senkrechten von P auf h erhalten wir den vierten Eck-
punkt (S”) des Rechtecks PSS’S”. Wir zeichnen die Diagonale SS’
des betrachteten Rechtecks ein und bestimmen den Mittelpunkt der
Strecke SS’: M. Die Gerade durch S’ und M schneidet als zweite
Diagonale im Rechteck PSS’S” den Punkt S.

P wird von den Geraden g und h nicht ,eingeschlossen. Die Gera-
den g und h ,zerlegen* das Blatt in drei Teilflichen. P liege in der
Teilfliche, die die Gerade h mit den Blattbegrenzungen bildet. Der
zweite (mogliche) Fall 148t sich analog behandeln.

Uberlegung: Wir spiegeln den Punkt P an der Geraden h, erhalten
den Bildpunkt P’ und verfahren dann zundchst wie in Fall 2(a):

Wir konstruieren ein Rechteck, in dem die Punkte P’ und S ge-
geniiberliegende Eckpunkte bilden. Die Geraden g und h bilden
,freie® Schenkel. Uber die Senkrechte von P’ auf g gelangen wir zu
einem dritten Eckpunkt des zu konstruierenden Rechtecks: S’. Mit
der Senkrechten von P’ auf h erhalten wir den vierten Eckpunkt
(S”) des Rechtecks P'SS’S”. Wir zeichnen die Diagonale S'S” des
betrachteten Rechtecks ein.

Nun verschieben wir die durch die Diagonale SS’ festgelegte Gera-
de paralle durch Punkt P und erhalten somit die Gerade durch P
und S.
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4.6.

Skizze:

T2

COS

COS
COS (v

«

sin «

Il

r1 2+ |MiMa|> =2 -7y - |[My1 My| - cos

71 24| My Mg|? =13 2
2-7‘1‘|]W'1M2‘

16cm2+36cm? —9cm?
2-4cm-6em

et

T1
2.7 -sina

2 - 4cm - sin «

8cm - sin
3,956 cm

(Kosinussatz)

21
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4.7.

A = C'SC (Fl&ﬁ,cheninhalt eines Dreiecks)
(mit sina = @bi )

A = ———C'b;mo‘ (he=sina-b)
(na.ch, einem Winkelsatz gilt: 7y = 7Y d )
(es gilt: sin’y = sin Y - 2% )
(alsa: o= 27§11 Y )

_ 2rsiny-bsina
A 2
A = r-siny-b-sina
Y

(analog gilt: sin ﬁ = §b; )
(also: b=2r- Sllnﬁ )

A = 2r?.sina-sinf-siny

Skizze: G C-

4.8. (i) sin T =sin45° = $v/2

Wir betrachten ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck:

Skizze:

Uberlegung;:
a2 = 12412

1 a = V2
sin45° =

sin45° =

|

Si-
I
N
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(ii) sin § = sin30° = %

Wir betrachten ein gleichseitiges Dreieck:

Skizze:
30° 57
1 Uberlegung:
1
sin30° = %
’x sin 30° = %

B[

5 Elementare Funktionen

5.1. Die Graphen:
Gpv Gpy Groo Gy Gy vom

23

falw) = —a%, fole) = 5, fole) =z, falz)=(3)", fe(z)=logix

¥

fole) foe)
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fe(z)
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1

fa(z)
1
j z
fe(z)
1
1
5.2. Die Graphen der Funktionen
3. Zeile (rechts)
2. Zeile (links)
3. Zeile (links)
befinden sich in der ¢ 1. Zeile
2. Zeile (mitte)
3. Zeile (mitte)
2. Zeile (rechts)

xz
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53. (i) Dy = R, die Nullstellen sind bei zg; =0, zp2 = -1, zo3 = L.

Graph ,G;“ von f(z) =2% -z :

filz)

(i) Dy = R, die Nullstellen sind bei zp; = =1, 1z = 2.
Graph ,Gf“ von f(z) = 2® — 322 + 4 :

fualiz)
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(iti) Dy = R\ {-1}, die Nullstelle ist bei 1z = 2.
Graph ,G;“ von f(z) = ;—I_% ;

Foi ()

(iv) Dy = [-2, + oo, die Nullstelle ist bei zg= —2
f
Graph ,Gf“ von f(z)'=+va +2:

fiv(l')
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(v) Dy = R, keine Nullstellen.

Graph ”Gfu von f(z) = (%)1 .

folz)

(vi) Dy = R, die Menge der Nullstellen ist:

{gm.gu@ezy
Z-x—l):sin(Q-(:r:—g)):

Graph ,,G(“ von f(z) =sin ( Z

)
5
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6 Vektoren und lineare Gleichungssysteme

s s 5 _. 1
(i) €1 + €3+ €3 = < % >

) (--5=( %)

(v) 5l =6
(vi) 1.Fea=—9

(vii) be&— nicht definiert

(viii) |d] - @ = ( % >

—10

(ix) |e]- 15| = 30

- 0
xb:(o)
0

(xi) &@x d — nicht definiert

—
"
A%

Y

8
(xii) &'X(e}+2-e’é+3-e’§)=< g)

6.2. (i) a= 54,749
(i) o= 1200

(iii) o = 90°

6.3. (i) Wenn wir ,,das Vektorprodukt in der Komponentendarstellung®
(Lehrtext Teil B, Seite 39)

Ay - —bs
fira = < Z;J ) und —b = ( —by > bilden,

z

erhalten wir:
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6.4. (i)

(if)

(iii)
(iv)
(v)

- ( (=by) ~az—(=bz) - ay )
-bxd = (=bz) - ax—(—bs) - az

(=bz) + ay—(=by) - az

e . ay - by—ay - by
—-bxd = (aj-bm—am-bz>

az - by—ay - by

—bxd = axb

Wir setzen in die Gleichung

Qb
cosa = |:J| i (Lehrtext Teil B, Seite 34)
a .

fiir b 2-&':2~<25> ein

und erhalten:

cosa = :
Qg A
(e )1-12( )l
ay a
i 205
a, . 2a,
( ai ) 2a;J
CcoS &
(% )11 22 )1
a . A,
a?i Qai
2 2 2
2az + 2a; + 2a;
cosw =
2 2 2. 2 2 2
\/ax +ay + a3 \/4% + da; + 4a;
2 9 9
2(az + ay + a3)
cosa =
2 2 2 2 2 2
2\/% +ay +az- \/ax +ay +ag
cosa = 1
a = 0°

Die Losung ist @ = —2, y =1

Das Gleichungssystem hat keine eindeutige Losung. Unendlich

viele reelle Werte fiir x und y erfiillen die beiden Gleichungen.
Das Gleichungssystem ist unlésbar.
Die Losung ist x = 1, Yy =3, z =1,

Die Losung ist 1 =1, a9 =2, a3=-1, x4=2.
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(vi)
Mit Hilfe des Gaufischen Eliminationsverfahrens errechnet sich die Losung wie
folgt:
(| 21 +x2 +a3 +w4 —25 = —1| (I Schritt)
(2) 1 +x9 —x3 —ZT4 +T5 = 1
(3)| x1 —zo 4x3 —x4 —x5 = 5| Die ,erste Stufe” der
(4) | =1 4zy —z3 4z4 —z5 = —7| gewiinschten ,Treppenform®
(5)| 1 —xy —x3 —2x4 —x5 = 1| Iist bereits gegeben.
(IT. Schritt)
(1 |21 +xy  +az +xy  —x5 = -1 In diesem Schritt wird er-
(2) —2xs3 —2x4 +2x5 = reicht, dafi die Variable =z
(3) —2x9 —214 = 6 nur noch in der 1. Gleichung
4y 219 +2z4 —2z5 = —8 vorkommt; in allen darunter-
5
(5) —2x9 —2x3 —2x4 2 stehenden Gleichungen ist z;
also zu eliminieren.
,Nebenrechnung*:
Zur 2. Zeile: (2) + (—(1))
r1+2x9 —x3 —x4 +a5 = 1
—x1—x9 —x3 —x4 +ax5 = 1
(2) —2z3 — 224 + 225 = 2
Zur 3. Zeile: (3) + (—(1))
T = Mo F Ty = T4 = L5 5
-1~ Ty — Tz —Ta+2xT5 = 1
(3)/ - 2272 — 2x4 = 6
Zur 4. Zeile: (4) + (1)
—T14+To—x34+T4 —2x5 = —7
T1+ax9+r3+24 —25 = —1
(4) 229 + 224 — 225 = —8
Zur 5. Zeile: (5) + (—(1))
T1—Tyg —X3 —T4—T5 = 1
—x1—Ty —2x3 —xg+x5 = 1
(5)/ 72372 -2373 —2.7?4 = 2
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(V)% [z +z2 +x3 +T4 —5 —1
(2)7,1, —2x9 —2xy4 = 6
(3) —2x3 —2x4 +2x5 = 2
(4)" 229 +2z4 —2z5 = -8
(5)7172 —2x9 —2x3 —2x4 2
(1)117',7', T +x9 4x3 +xT4 —ZH —1
(2)% = B ==
(3)7,7,7 —2x3 —2r4 +2x5 = 2
(4 279 +2z4 —2z5 = -8
(5)i —2x9 —2x3 —214 2
(O |21 +os  fos +zs -5 = -1
@ [ = tas ==
(3)7,11 —2x3 —2x4 +2x5 = 2
(4)@ ~2z5 = -2
(5)" 2 o

31
(I. Schritt)
Die ,,zweite Stufe“ der
gewiinschten ,Treppenform®

148t sich wie folgt erreichen.
,Nebenrechnung®:
Zur 2., 3. Zeile: (2) < (3)

(2. und 3. Zeile vertauschen!)

»Nebenrechnung®:
Zur 2. Zeile: (2)" -

(2% x5 4y

(I1. Schritt)

Ziel ist es, dafl die Variable x4
nur noch in der 1. und in der
2. Gleichung auftritt; in allen
darunterstehenden Gleichun-
gen soll zgy ,,verschwinden®.

,Nebenrechnung*:

Zur 4. Zeile: (4)" + (‘2(2)17;1:)

2ry +2x4 —225 = —8
—2x9 — 214 - 6
(4)7311 727.5 —
Zur 5. Zeile: (5)" + (2(2)"")
_‘2‘1)2 _21:3 _2.’174 = 2
2‘T’2 +2I4 = 76
(5)" %23 3
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r1 +I9 +x3 +X4 —Ly —1
) +Z4 -3

T3 +I4 e -1

*2%5 -2

42373 —4

r1 +xy +x3 x4 —&5 -1
T2 +Zq = =3

z3 +x4 —x5 = -—1

—2:135 = =2

24y —2x5 —6

Ty +x9 +x3 414 —Is5 -1
To 424 = -3

T3 +I4 —x5 = -1

2.7)4 —2.225 = -6

—2.’[5 =2

(I. Schritt)

Die , dritte Stufe* der
gewiinschten , Treppenform®
erhalten wir folgendermafen.

,Nebenrechnung®:
Zur 3. Zeile: (3)% - (-3)
(3)“ r3+x4—x5 = —1

(II. Schritt)

Mit dieser Umformung erzielen
wir, daf} die Variable x3 nur noch
in der 1., 2. und 3. Gleichung
vorkommt; in den
folgenden Gleichungen ist x3
eliminiert.

darunter

»,Nebenrechnung®:

Zur 5. Zeile: (5)Y + (2 (3)Y)

—2LE3 = —4
. 2.’1?3 +2$4 = 2275 = =2
(4)“2 2]}4 e 27)5 = =f

(I. Schritt)

Die ,vierte Stufe“ der ,Treppe*
ergibt sich auf folgende Weise.

»Nebenrechnung*:
Zur 4., 5. Zeile: (4)“ s (5)1;7:

o
(5)’1}11

2¢4 —2x5 = —6
-2

—2.’E5
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Vil — = —
E;;UM T1_ tr2 3 1‘734 s é ,Nebenrechnung®:
To T4 = -
(3)”“:75 x3 +zy —x5 = -1 Zur 4. Zeile: (4)V% . %
[P Tqg  —xz5 = —3 jii
(5)’0“7: —2175 = -8 (4)’!)1 Ty — Ty =

(I. Schritt)

In der 5. Gleichung kommt die

Ty +x9 +xg +x4 —25 = -1 Variable x4 nicht vor, so daf§
T +x4 = _3 die ,letzte Stufe* der , Treppe®
x3 +x4 —a5 = —1 leicht erreicht wird.
By =0 = =3 ,Nebenrechnung®:
Ty = 1
Zur 5. Zeile: (5)V% . (——%)
(5)® x5 = 1
Die Losung 148t sich jetzt ablesen:
Iy = 1
Ty = -2
T3 = 2
9 = —

3]
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7 Differentialrechnung

7.1.
flatAdy—f6) _ .
A, Az = A% T Ag
z—(z+Az)
lim [+ Bz) — fia) = lim N
Az—0 Az Az—0 Ag
. fla+ Az) ~ f(z) : z — (z 4+ Az)
=
Alylcrgo Az Avm0 Az -z (x + Ax)
. flz+ Az) — f(x) . —Azx
1 = 1
ot Az Ao Az -z (x + Az)
[z + Az) — f(z) , -1
1 = 1 —_— 0
v Py v B
[z + Az) — f(z) —1
lim =
Az—0 Ax z-(z+0)
1
/ — -
fiz) = .
7.2.
(d) fi(z) = 4-z-sinz+2 22 cosz
= 2-z-(2-sinz+x-cosz) (Produktregel)
9.22. Inz—3- 22
b I(z) =
( ) fb(qj) (].Il SE)2

3.22.(3 - Inz -1
= v ((13 ;x ) (Quotientenregel)
nzx
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() folz) = —(c_os?:(l)—:q))_Q (Kettenregel)

, 2+3-x

(d) fd(x) = 14. m (Kettenregel,
Quotientenregel)

(e) fiz) = (~12)-z-(2-2%+3)%-sin((2-22+3)3) (Kettenregel,
Kettenregel)

() fi(@) = e-e®+1 (Summenregel,

konstanter Faktor)

73. (a) Dy =R
D;=R

(b) Die Funktion g schneidet die z-Achse bei zp, = —1 und bei zp, = 1.

Die Nullstellen sind also zg; = —1 und zg2 = 1.

Die Funktion f hat unendlich viele Nullstellen
beizp € {§+k-5 | ke Z}.
1

(c) Die Funktion g hat ein Minimum bei z, = 3.

1 27)

Der Extrempunkt hat die Koordinaten (5, — 35).

Die Funktion f hat unendlich viele Extremstellen

beiz, € {~Z+k- I |keZ}.

Die Minima sind bei xmin € {~§5 + k-7 | k € Z},

die Maxima bel Tyax € {%7’(’ +k-mw|keZ}.
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(d)

Losungen zu den Ubungsaufgaben

Die Funktion g besitzt zwei Wendestellen bei z,,, = 0 und

bei z,,, = —1; die Koordinaten der Wendepunkte lauten (0, — %)
und (-1, 0).

Die Funktion f hat unendlich viele Wendestellen;
sie sind gerade die Nullstellen von f.

Die Graphen von

g@) =3zt +2% -z -1

und

f(x) = sin 2z — cos 2z sind:
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7.4. Nachstehend sind die Graphen von
f mit f(z) = 123 — 2z,

2
f/mit f/(z) = 322 -2,
£ mit f(x) = 3z
und f” mit f"(z) =3 £(z)

abgebildet,.

f(x)

7" ()
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7.5.

8

8.1.

8.2.

Lésungen zu den Ubungsaufgaben

(a) Die Grundflache der Dose hat einen Durchmesser von

2 /2% cm =~ 10,8385 cm,

und die Hohe der Dose betrigt

1
i cm =~ 10,8385 cm.
3/250

7 e

(b) Die Einschnitte miissen % mal so lang sein

wie die Seitenlénge der quadratischen Pappe.

Integralrechnung
2
: t? — 1|dt =4
@ [ 1=

" 8
(b) / (sint + 3¢*) dt:2+g.ﬂ5
J0

(c)/(5 e = )dt =5'e?4+2-In2-5-¢
1

/f o+ | f( da| = |/f ) da| =

In diesem Zusammenhang 148t sich der berechnete Wert des bestimmten
Integrals wie folgt interpretieren:

Der Graph der Funktion f mit der Zuordnungsvorschrift f(z) = % gt —
2.z schlieft mit der z-Achse eine Fliche von 4 em? ein, wenn wir in der

graphischen Darstellung von f als Léngeneinheit 1 Zentimeter wihlen.

Da der Graph von f mit der in Aufgabe 4 dargestellten Funktion iiber-
einstimmt, kénnen Sie diese Interpretation auch von der Anschauung her
bestétigen.
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83. (a) fdz=zx+c
(b) [du=u+c
() [E =1n |z +c
(d) [sin?adz+ [sin?a dr=2-sina-z+c
(e) [sin(2z) do = —3 - cos(2z) + ¢
() [*Intdt =1 ¢' Int— Lt 4 ¢

(g) [tanz dz = —In|cosz|+c

JE
e
h — VT
()‘/gﬁdaﬁ eVt +c

(i) [ev® dx =7
Um [ eV® dz zu berechnen, substituieren wir /z durch z:
2=z .
Dann fassen wir z als Funktion von z auf mit D, = [R+:
2(z) = /=.
Nun berechnen wir die erste Ableitung von z:

2 E) = 21—-\/5

Wir erhalten damit:

[eVede = | (-21—\/; e\/?2\/?> dx

fe‘/zdm = [ &% +2s+/% ds

(nach Anwendung der Substitutionsregel)
feﬁdm:f(ez-Z-z) dz

(nach Ersetzen von \/z durch z)

[eVede =2 [(z-€%) dz

Nach Anwendung der partiellen Integration ergibt sich:
[eVodr =2.e*(z—1) +¢

Zum SchluB ersetzen wir z wieder durch /z:

[eVede =2 eVE(/z—1) +c.
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9 Komplexe Zahlen C

9.1. 222 — 42 +18=0
2 -2z +9=0
22 -2z 4+1+8=0
(x—1)2= -8
t—1=+-8 oder z—1=—-v/—8
#—1=2¢=2 oder g-—=1=~%/-2
z=142V2v/=1 oder z=1-2V2/-1

I

9.2. (a) 2k (ag, by)
z1=3+3j |(3,3)
z2=-1-7|(-1,-1)
23 =0+ 0] (0’ O)
(b)
C C
ail Z1
. b1 .
Jk U
; !
1 sz— 1
zg Q2

Abb.L.1 Veranschaulichung der komplexen Zahlen z1 = 3 + 33

und z2 = —1 — 15 in der komplexen Zeichenebene

Abb.L.2 Veranschaulichung der (komplexen) Zahl zz = 0 + 0j

in der komplexen Zeichenebene
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9.3. a+bj (a,b)
21+29 =(3+35)+(—1-1j)
=242 (2,2)
z1+23 =(3+35)+(0+0j)
=343 (3,3)
21020 =3+3j) (-1-1j)
=(-3+3)+(-3-3)j
= —6j (0, —6)
29 - 23 =0+0j5 (0,0)

9.4. Seil z=a+ bj.

(a) Es gilt: Z = a — (=bj) = a + bj = z. Offensichtlich ist Z eine kom-
plexe Zahl.

(b) Das mit Z identifizierte Paar ist (a,b).
(c) Zr=3-3j

(d) Seien v,w,z € C. Dann gibt es reelle Zahlen a,, ay, G, by, by, b, S0
dass gilt: v = ay + byJ, w = ay + byj, z = a, + b,j. Daraus folgt:

v (w+ 2)
= +bv]) ((aw+az)+(bw+bz)j)
av(aw + az) - (bv(bw + bz)) + ((aw + az)bv + (bw + bz)av)j

Ay oy + avaz) (bvbw = bvbz)) - (awbv + azby + byay + bzav)j

= [{Gyty = byby) — (Gybp + Gubw)T) * ((auls = bubs) — (G:by + ayb2)7)

(ay
(
= (ay(aw + az) = (by(bw + b)) = ((aw + az)by + (by + b2)ay)j
= (a
(
(

=v-w+v-2

(e) z = -z
= a+bj = —(a—bj)
= a+bj = —a+bj
= a = 0
= z = bj, beR

9.5. |21] = vO+9=3v2

lzol = VI+1=2
|23 =v/0=0
9.6. Es gilt: |z| = v/2, sin ¢ = % = ¢ = 45°.

Daraus folgt:

z=14j =12 cos 45° + j V2 sin 45°.

(a”Ua"LU b b“)) + (a’ll}bl) + aubw)]> + (((I’/Ua’z - bvbz) + (a’Zb”U + a?)bz>.j)
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