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1. Einleitung

Die mathematisch-physikalische Modellierung von verfahrenstechnischen Systemen
und Prozessen basiert im Allgemeinen auf der Grundlage von Stoff-, Energie- und
Impulsbilanzen in Verbindung mit der Prozesskinetik /1/. Dabei ist die Theorie der
MaBstabslUbertragung mit einzubeziehen. Diese Bilanzgleichungen, die in der
Verfahrenstechnik auch als Transportbilanzen bezeichnet werden, minden in die
Stoff- (Masse-), Energie- und Impulsstromerhaltungssatze.

Auch im Zeitalter der CFD-Technik und allgemein der numerischen
Berechnungsmethoden, z.B. mit Softwarepaketen wie PRO Il, ASPEN u.a., spielt
dieses Grundlagenwissen der Modellierung schon allein fir Plausibilitats-
untersuchungen von deren Lésungen eine wichtige Rolle.

Nach wie vor gilt, dass analytische L6sungen in Form von exemplarischen Beispielen
fir die Lehre aber auch fir viele Anwendungsfalle in der Praxis, bei denen ein
spezielles physikalisches Verstandnis notwendig ist, eine groBe Bedeutung haben.
Fur spezielle Anwendungsfélle werden meist Lésungen in Verbindung mit
vereinfachenden Annahmen erhalten, bei denen einzelne Gleichungen oder auch
einzelne Terme in diesen Gleichungen wegfallen kénnen aber auch mathematischen
Naherungsverfahren, z.B. die Approximation durch abschnittweise Berechnung,
angewendet werden /2/.

In der vorliegenden Arbeit soll flr Freistrahlanlagen ein Beitrag zur weiterfiihrenden
mathematisch-physikalischen Modellierung auf den genannten Grundlagen entwickelt
werden, um die Freistrahlausbreitung in einem Gewasser nach den physikalischen
Gegebenheiten vorausberechnen zu kénnen. In diesem Teil 1 der Arbeit soll idealer
Weise die innere Reibung der Strémung, d.h. die Energiedissipation zunachst noch
vernachlassigt werden. Erst in einer Folgearbeit Teil 2 wird diese mit einbezogen.

Die Teich-, bzw. die Gewasserbellftung mit der so genannten Freistrahltechnik wird
seit ca. 10 Jahren in der hiesigen Region auf Grund ihrer maschinentechnischen
Einfachheit und Zuverlassigkeit angewendet. Unter der Projektleitung von MICHELE
und nachfolgend von LUCKING und mit dem Projektteam ENGEL, SCHELTWORT
und LIESEGANG (zeitlich nacheinander) /3/ sind bisher drei Freistrahlanlagen
projektiert, gebaut und im Rahmen von GroBversuchen in zwei Gewassern der
naheren Umgebung eingesetzt worden. Aktuell kommen zwei dieser Anlagen (BANT
1 ab dem Jahr 2008 und BANT 2 ab dem Jahr 2009) im Auftrag der Stadt
Wilhelmshaven im Banter See zum Einsatz, um diese Technik bis einschlieBlich des
Jahres 2012 in einer Langzeituntersuchung zur “Bekampfung der
Blaualgenproblematik im Banter See” /4/ anzuwenden. Die jahrliche Einsatzzeit liegt
dabei von Anfang April bis Mitte Oktober.

Diese Untersuchungen sind noch im Fluss und deshalb kann und soll Uber die zu
erwartenden Ergebnisse an dieser Stelle nicht eingegangen werden.

Das Bild 1 zeigt die Freistrahlanlage BANT 1 mit den Hauptelementen zylindrisches
Leitrohr und Propeller sowie mit den Schwimmkérpern /5/.
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Bild 1 Freistrahlanlage BANT 1 mit den Hauptelementen zylindrisches
Leitrohr und Propeller sowie mit den Schwimmkérpern,
Banter See Wilhelmshaven /5/

Im Jahr 2002 ist von MICHELE/MICHELE /6/ eine Arbeit zur Berechnung von
Freistrahlanlagen auf der Basis von empirischen Literaturmodellen vorgelegt worden,
mit der vom physikalischen und strémungstechnischen Konzept her nur eingeschrankt
eine Berechnung der Freistrahlausbreitung im Gewéasser mdglich ist. Im Abschnitt 3.
wird darauf ndher eingegangen.

Die Motivation fir diese Arbeit ist wie schon erwahnt, die Modellierung von
Freistrahlanlagen weiter voranzutreiben. Dadurch soll die Genauigkeit von
Vorausberechnungen erhéht und die Risiken beim Betreiben solcher Anlagen reduziert
werden. Bei dieser Weiterentwicklung der Theorie der Freistrahlanlagen ist vom
mathematisch-physikalischen Grundlagenwissen in Form der genannten
Erhaltungssatze auszugehen und es soll die Mdglichkeit der Einbeziehung von
empirische Untersuchungen zur Strémungskinetik geschaffen werden. Bei der
Beschreibung der Strémungsbahnen des Freistrahls im Gewasser sind die
allgemeingaltigen Gleichungen aus den Teilgebieten der Kinematik, der Translation
und des schragen Wurfes mit einzubeziehen.

Es sollte stets ein Ziel sein, Ergebnisse aus theoretischen Untersuchungen zu
Systemen und Prozessen am konkreten Anwendungsfall zu Uberprifen. Die
Anwendung von Vorausberechnungen zur Freistrahlausbreitung in einem Gewasser
wirde sich durch den aktuellen Fall im Banter See Wilhelmshaven ergeben. Daher
werden in dieser vorliegenden Arbeit Bedingungen und Annahmen getroffen, die
diesen Freistrahlanlagen im Banter See weitestgehend entsprechen.

Da jedoch keine direkten Messungen zur Freistrahlausbreitung im Gewéasser
vorgesehen waren und sind, ist die Uberprifung der theoretischen Ergebnisse aus
dieser Arbeit nicht direkt méglich. Allerdings liefern diese theoretischen Ergebnisse
tendenzielle Aussagen, die fir Anwendung wesentlich sind.
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Die Freistrahlanlage BANT 1 (6stliche Halfte des Banter Sees, nahe Grodendamm) hat
folgende Parameter /7/:

Durchmesser des Leitrohres: 1,4m
Lange des Leitrohres: 1,5m
Neigungswinkel zur Senkrechten: 60 °
Leistungsaufnahme: 1,9 kW
berechneter Volumenstrom: 1 mds
Geschwindigkeit im Leitrohr: 0,75 m/s

In dieser Arbeit ist nicht vorgesehen, auf die Komplexitat des Gewassers hinsichtlich
seines chemisch-physikalischen, Strémungs- und biologischen Verhaltens im
jahreszeitlichen Verlauf und im Zusammenhang mit dem Wettergeschehen
einzugehen.

Als einziger Messparameter des Gewassers soll hier die Wassertemperaturdifferenz
zwischen der Oberflache und der Tiefe -9 m (im folgenden als vertikale
Temperaturdifferenz bezeichnet) verwendet werden. Diese vertikale
Temperaturdifferenz wird als wichtige GréBe fir die Einschatzung des
Durchmischungszustandes des Gewassers angesehen. Hohe Werte stehen fiir eine
ausgepragte vertikale Temperaturschichtung und ein Wert von 0 K flr isotherme
Bedingungen im Gewasser, d.h. fir die Gradientenfreiheit der Temperatur, bzw. flr
eine vollkommene (ideale) Durchmischung.

2. Wirkungsweise von Freistrahlanlagen im Gewasser

Mit einer Freistrahlanlage wird sauerstoffreiches Oberflachenwasser durch ein im
zylindrischen Leitrohr arbeitenden Propeller angesaugt, um als Freistrahl schrag nach
unten in tiefere Ebenen des Gewassers geleitet zu werden, wo im Allgemeinen
sauerstoffarmes Wasser vorherrscht. Dadurch soll in der Tiefe der Sauerstoffgehalt
des Wassers ansteigen, was sich flr dortige aerobe Prozesse positiv auswirken wird.
Mit diesem Wassertransport von der Oberflache in die Tiefe wird der
Durchmischungszustand des Gewassers erhdht, bzw. Gradienten abgebaut.

Das Prinzip der Freistrahltechnik basiert auf dem geringen Energieeinsatz flr den
Wassertransport, weil die Freistrahlausbreitung nicht mit hoher Intensitat stattfinden
muss (/7/, siehe Abschnitt 1). Dadurch wird allerdings auch offensichtlich, dass mit
Freistrahlanlagen geringer Leistung keine schnellen, bzw. kurzfristigen Wirkungen auf
ein Gewasser erzielt werden kénnen.

Meist laufen in einem Gewasser natiirliche chemische und biologische Prozesse relativ
langsam ab, weswegen auch der zeitliche Sauerstoffverbrauch gering ist. AuBerdem
gelten Windereignisse mit der damit verbundenen erzwungenen Konvektion im
Gewasser als wichtigste Ursache flr den Sauerstoffeintrag und damit auch fir eine
gute Durchmischung, d.h. fir den Gradientenabbau, was bei der Konzeption von
Freistrahlanlagen berlcksichtigt werden muss.

Die Neigung der Anlage, d.h. die Neigung des Leitrohres kann z.B. tiber den Winkel 8

zur Senkrechten oder Uber den Winkel y zur Waagerechten ausgedriickt werden
(siehe Bild 2).
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Im Verlauf der Strdmung des Freistrahles wird durch Reibung an dessen Flanken
Wasser mitgerissen und in den Freistrahl eingesaugt, so dass der Volumenstrom langs
der Strdmung standig zunimmt. Dabei vergrdBert sich die Strémungsquerschnittsflache
kegelartig und die Strémungsgeschwindigkeit sinkt.

AuBerdem wird davon ausgegangen, dass der Freistrahl stets turbulent ist und auch
aus diesem Grunde ein kegelférmiger Strahlverlauf auftritt.

77

- Leitrohr mit Propeller -
| i

Freistrahl

Wasseroberflache

Y <

Bild 2 Schema einer Freistrahlanlage mit linearer, kegelférmiger Freistrahl-
ausbreitung in einem Gewésser, isotherme Bedingungen

In der warmeren Jahreszeit weist das Oberflachenwasser eines Gewassers durch die
Sonneneinstrahlung meist eine héhere Temperatur als das in tieferen Ebenen
befindende Wasser auf, was auch in entsprechend hohen Werten der vertikalen
Temperaturdifferenz zum Ausdruck kommt. Da der Freistrahl aus diesem
Oberflachenwasser gespeist wird, wirkt auf ihn in der Tiefe ein Auftrieb, der sein
Ablenken nach oben zur Folge haben kann.

Es ist davon auszugehen, dass bei nichtisothermen Bedingungen, also wenn vertikale
Temperaturgradienten im Gewasser vorliegen, der Freistrahl eine Bahnkurve
durchlauft, dieser unter Umstanden sogar die Wasseroberflache wieder erreicht oder
sogar nach einem zweiten Umkehr wieder tieferen Ebenen zustrémt. Temperatur-,
bzw. dichtebedingte Bahnkurven des Freistrahls sind auch schon in /5/ festgestellt
worden, ohne jedoch in der Modellierung berlcksichtigt zu werden.
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D.h. nur bei isothermen Bedingungen im Gewasser wird wegen des fehlenden
Auftriebes eine lineare Strahlausbreitung wie im Bild 2 die Regel sein. Dieser
Sonderfall kann nur in der kalten Jahreszeit auftreten oder in der warmen Jahreszeit
dann, wenn sich durch spezielle Wettersituationen wie Sturm oder fehlender
Sonneneinstrahlung im Gewasser keine vertikale Temperaturdifferenz zwischen der
Oberflache und der Tiefe ausbilden kann.

Die Kenntnis tber den Einfluss des Wetters auf die vertikale Temperaturdifferenz in
einem Gewasser ist daher sehr wichtig, um das Wirken einer Freistrahlanlage richtig
beurteilen zu kénnen. In der vorliegenden Arbeit soll allerdings nur sehr kurz auf
diesen Zusammenhang eingegangen werden.

Erst eine Folgearbeit “Beitrag zur Bewertung der Freistrahlanlagen im Banter See
Wilhelmshaven im Zusammenhang mit dem Wettergeschehen” beschaftigt sich damit
naher /8/. In dieser Folgearbeit wird auBerdem detailliert untersucht, ob die vertikale
Temperaturdifferenz durch das Wettergeschehen von oben her (ausgehend von der
Wasseroberflache) oder eventuell durch die Freistrahlanlagen von unten her
(ausgehend von der Tiefe des Gewassers) beeinflusst wird.

Strémungen unterliegen nicht nur an einer Wand, oder wie hier beim Freistrahl an den
Flanken des Strémungskegels, sondern auch im Inneren einer Reibung. Bei dieser
inneren Reibung wird Strdmungsenergie entwertet (dissipiert). Bei Stromréhren mit
festen Wanden bewirkt diese Reibung bekanntlich einen Druckverlust und das
Absinken des statischen Druckes ist die Folge. Bei einer freien Strémung dagegen
wird die Reibung die lineare Strahlausbreitung begrenzen, so dass der Strahl nach
Durchlaufen der Strdomungsstrecke zur Ruhe kommt. Im vorliegenden Teil 1 der Arbeit
wird dieser Sachverhalt der inneren Reibung noch vernachlassigt.

3. Stand der theoretischen Grundlagen zur Freistrahlanlage

In /6/ wird flr die Freistrahlanlage (Leitrohr) der Dynamikdruckterm der BERNOULLI-
Gleichung (als Druckgleichung) /9/ benutzt, um den Zusammenhang zwischen
aufgewendeter Antriebsleistung fir den Propeller und der Austrittsgeschwindigkeit ¢,
aus dem Leitrohr herzustellen.

Diese Austrittsgeschwindigkeit wird nun mit rein empirischen Ansatzen fir die
turbulente Strahlausbreitung von PERRY /10/ und von TRUCKENBRODT /11/
gekoppelt. Folgende Gleichungen werden angegeben:

d d
C,., (X)= 6,577°c0 oder: C,., (X)=1,41.Re®"® 7°co (1)

Hierin bedeuten x die Freistrahllange und d, der Anfangsdurchmesser (auch
Durchmesser des Leitrohres) bei x = 0.

Cmax(X) stellt die axiale Geschwindigkeit im mittleren Stromfaden als Funktion der
Freistrahllange x dar, die im Vergleich zu parallelen Stromféaden ein Maximalwert
einnimmt.
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Die GI(2) beschreibt den Volumenstrom V(x) im Freistrahl als Funktion der
Freistrahllange x. V, ist hierbei der Volumenstrom am Anfang bei x = 0.

X .

V(x) = 0,456—V, (2)
d,

Aus dieser Gleichung wird deutlich, dass der Volumenstrom mit der Freistrahllange x
prinzipiell linear zunimmt und mit x Uber alle MaBen steigen kann, was nur bei
Vernachldssigung der inneren Reibung (Energiedissipation) vorstellbar ist. Die
Volumenstromzunahme lasst sich durch die reibungsbedingte Ansaugung von
Umgebungswasser Uber die Freistrahlflanken in den Freistrahl begrinden.

Die GI(3) beschreibt bei der Lange x fiir die axiale Komponente die radiale
Geschwindigkeitsverteilung.

c(r) = €, (X): exp[— In (2)- (Lj j (3)

r(x)

Diese Gleichung der Geschwindigkeitsverteilung ¢(r) als Funktion vom Radius r liefert
vom Typ her einen glockenférmigen Verlauf und auch bei sehr groBen Radien tritt
demnach in axialer Richtung noch eine nennenswerte Geschwindigkeit auf. Weiterhin
wird eine Gleichung flir den Flankenwinkel a des turbulenten Freistrahls angegeben:

a = 2. arctan(Re ') (4)

Die REYNOLDS-Zahl /9/ wird hier auf den Anfangszustand des Freistrahls an der
Stelle x = 0 bezogen:

_ C, dy Pw
T

Re (3)

Experimentelle Untersuchungen im LabormaBstab zeigten, dass das Strémungsgebiet
des Freistrahles zum Umgebungswasser scharf abgegrenzt ist, was durch Einféarben
des Freistrahls mit Tinte sehr gut feststellbar ist /5; und Folgearbeiten,
unver6ffentlicht/. Die Strémung im Freistrahls ist dabei auf Grund seiner Turbulenz
stark verwirbelt. Eine glockenférmige Geschwindigkeitsverteilung der axialen
Komponente wird nicht als Widerspruch zum scharf abgegrenzten Strémungsgebiet
des Freistrahls gesehen. Bei der Visualisierung des Freistrahls mit Tinte wird auch die
radiale und nicht nur die axiale Geschwindigkeitskomponente angezeigt.

Weitere umfangreiche und mit den Gin(1) bis (5) vergleichbare Literaturmodelle ftr
den turbulenten Freistrahl sind in /11/ zu finden, die erklartermaBen nur dann gelten,
wenn der Impulsstrom im Freistrahl konstant bleibt und isotherme Bedingungen im
Gewasser vorliegen. Diese werden daher hier nicht aufgefihrt.
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Es kann festgestellt werden, dass die GIn(1) bis (5) dem Charakter nach mehr
kinematischen Elementargleichungen der Translation fir die Strémung im Freistrahl
entsprechen als Auslegungsgleichungen fir den Freistrahl selbst. Mit diesen
Gleichungen kann nicht das reale Verhalten des Freistrahles in einem Gewasser
abgebildet werden, so wie es mit der im Abschnitt 1. dargelegten Modellierungsbasis
maoglich wéare. Dadurch kénnen physikalische Gegebenheiten im System wie z.B. der
temperaturbedingte Auftrieb, der Neigungswinkel der Anlage oder die innere Reibung
gar nicht sowie variable Betriebszustanden wie z.B. die Leistung der Anlage nur
bedingt bertcksichtigen werden.

In einer Beispielrechnung erhalt MICHELE (2006 unverdéffentlicht) folgende
Ergebnisse:

Anfangswerte:
- Strémungsgeschwindigkeit, [c,] = m/s 1
- Strahldurchmesser, [d,] = m 1
- Volumenstrom, [V,] = m¥/s 0,785
Annahmen:
- kinematische Viskositéat, [v,] = m2/s 10
- REYNOLDS-Zahl, [Re] = - 10°
- Stromungslénge, [X] = m 20; 30
Ergebnisse:
- Flankenwinkel, [a] = ° 17,6
- maximale Geschwindigkeit mittlerer
Stromfaden:
- nach 20 m, [C,.x00] = M/S 0,455
- nach 30 m, [Cp,ay30] = M/ 0,303
- Strahldurchmesser nach 30 m, [d;,] = m 14
- Volumenstrom nach 30 m, [V,,] = m¥/s 10,74

Tabelle 1:  Beispielrechnung mit den Gin(1) bis (5) zum Freistrahl von
MICHELE, (2006 unveréffentlicht)

Diese Ergebnisse der linearen Strahlausbreitung in Tabelle 1 spiegeln nicht die
wirklichen Vorgange im Freistrahl wider. Allein schon aus den Freistrahlabbildungen der
Laboruntersuchungen in /5/ wurden wesentlich kleinere Winkel a als 17,6 ° fir die
Freistrahlflanken erhalten, so dass auch die anderen berechneten Werte flr den
Strahldurchmesser und den Volumenstrom ebenfalls zu groB ausgefallen sein dirften.
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4. Allgemeine Grundlagen

Im vorliegenden Abschnitt sollen die Erhaltungssatze insoweit erklart werden, wie diese
fur die Modellierung wichtig sind. AnschlieBend werden noch theoretische und
empirische Grundlagen zusammengestellt.

- Stoff-/Massenerhaltungssatz:
In Strdomungssystemen tritt meist kein stofflicher Umsatz auf, so dass sich der Massen-
erhaltungssatz auf die Kontinuitatsgleichung Gl(6) reduziert /9/.

m= p, A c= konst (6)

- Energieerhaltungssatz:

Neben der Strémungsenergie kann noch die thermische Energie auftreten.
Bekanntlich ist der Energieerhaltungssatz eine Skalargleichung, bei der die
Bewegungsrichtungen des Fluids keine Rolle spielen. Bei Strémungssystemen mit
festen Grenzen (Wanden) liefert der Energieerhaltungssatz fir die spezifische
Stromungsenergie (BERNOULLI-Gleichung /9/) mit dem kinetischen Energieterm
selbstverstandlich auch Ldésungen fir die Geschwindigkeit des Fluids. Diese
Geschwindigkeit ist vektoriell nicht gerichtet und sie entspricht daher einer skalaren
Lineargeschwindigkeit.

SinngemaR gilt das auch fir einen Freistrahl. Allerdings ist bei einem Freistrahl mit
Auftrieb eine Bahnkurve wahrscheinlich, die aus diesem Grunde nicht nur Gber den
Energieerhaltungssatz berechnet werden kann. Deshalb und wegen der
Vernachlassigung der inneren Reibung (Energiedissipation) wird in dieser Arbeit fiir die
Modellierung der Freistrahlausbreitung in einem Gewasser auf die Einbeziehung des
Energieerhaltungssatzes fir die Strémungsenergie verzichtet.

Wie schon erwahnt, nimmt in einem Gewasser im Allgemeinen die Temperatur vertikal
von der Wasseroberflache bis zum Grund hin ab.

Da der Freistrahl vom Oberflachenwasser héherer Temperatur gespeist wird, mischt
sich in seinem Bewegungsverlauf standig Umgebungswasser tieferer Temperatur hinzu
und es stellt sich nach der Vermischung eine mittlere Temperatur ein.

Beim Mischen von zwei Massen Wasser a und b mit jeweils unterschiedlichen
Temperaturen T, und T, ist der Energieerhaltungssatz fir die thermische Energie
anzuwenden und es ergibt sich aus folgender Bilanz der inneren Energien GI(7) die
mittlere Temperatur T der Mischung. Dabei wird die spezifische Warmekapazitat als
nicht temperaturabh&angig angesehen.

m, Au, +m, Au, =0
m,c, (T,-T)+m,c, (T-T,)=0

m, T,+m, T,
m (7)

ges

T-=
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Fir die mittlere Temperatur ist es unerheblich, ob in GI(7) Massen oder Massenstréme
verwendet werden.

- Impulsstromerhaltungssatz:
Der Impulsstromerhaltungssatz fir ein allgemeines Strémungsgebiet 1 - 2, der in der
Strdmungstechnik auch als Impulsstrombilanz bezeichnet wird, lautet /9/:

L-i-xF (8)

Hierin bedeuten T, und 1, die Ein- und Austrittsimpulsstrdme sowie XF die Summe aller
von auBen auf das Bilanzgebiet einwirkenden Krafte.

Dieser Erhaltungssatz hat fir die vorliegende Arbeit die gréBte Bedeutung, da er als
Vektorgleichung die jeweiligen Wirkungsrichtungen von den Impulsstrémen und von
den Kréften direkt berlcksichtigt. i

Fir Strdmungssysteme in festen Grenzen wird XF im Wesentlichen aus Uberdruck-
und aus Wandkraften gebildet. Fir freie Strémungen, wie im Fall des Freistrahls, ist
dieser Term neu zu formulieren, was im Abschnitt 6. vorgenommen wird.

- NEWTON sches Reibungsgesetz:

Durch die Reibung an den Flanken des Freistrahls wird Umgebungswasser in den
Freistrahl eingesaugt, was mit dem NEWTON schen Fluidreibungsgesetzes Gl(9)
beschrieben werden kann /9/.

AcC
FR:TAZWWAA_V (9)

Die in GI(9) enthaltene dynamische Viskositat n,, gilt fir eine laminare Strébmung und
stellt ein Stoffwert des Wassers unter dieser Bedingung dar (NEWTON "sches Fluid).
Bekanntlich ist in der allgemeinen Impulsstromtransportbilanz die dynamische
Viskositat n die Intensitatsgré Be des Konduktionsterms fur ein Fluid /13/. Weiterhin ist
bekannt, dass im Fall von turbulenten Strémungen, d.h. wenn die Konduktion durch die
turbulente Konvektion Uberlagert wird, solche IntensitatsgréBen mit Termen erweitert
werden kénnen /12/.

Diese turbulente dynamischen Viskositat kann durchaus mehre GréBenordnungen
héher liegen als n,, in Gl(9). Die dynamische Viskositat des Wassers im Freistrahl ist
daher nicht nur ein schlichter Stoffwert des Wassers, sondern eine auf die jeweiligen
Strdmungsbedingungen im Freistrahl zu bestimmende kinetische IntensitatsgréBe.
Solche kinetischen GréBen, die aus konduktiven und konvektiven Anteilen
zusammengesetzt sind, lassen sich nur aus entsprechenden experimentellen
Versuchen bestimmen, wobei die Bedingungen des Experimentes denen des
praktischen Anwendungsfalles entsprechen missen.

- Temperaturfunktion:

Von der Fa. MarChemConsult, Varel, wurden in den letzten Jahren sehr umfangreiche
Beprobungsprogramme zur Wasserqualitdt des Banter Sees Wilhelmshaven
durchgefihrt sowie Wetteraufzeichnungen vorgenommen.
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LIEBEZEIT fasste die Ergebnisse in jahrlichen Berichten mit dem Titel “Okologische
Begleituntersuchungen zum Einsatz eines Freistrahlverfahrens im Banter See” flr die
Jahre 2008 bis 2011” zusammen /14/. Die detaillierte Auswertung dieser Ergebnisse im
Hinblick auf die Wirkungen der Freistrahlanlage zur “Bekampfung der
Blaualgenproblematik im Banter See” /4/ steht vom Projektteam /3/ noch aus.

Ein eigener Beitrag zur Bewertung der Freistrahlanlagen im Zusammenhang mit dem
Wettergeschehen ist, wie schon erwahnt, einer weiteren Arbeit vorbehalten /8/.

FUr die vorliegende Arbeit soll aus dem Bericht 2011 nur die grafische Darstellung Abb
29 der Temperaturdifferenz von der Oberflache bis zu einer Tiefe von -9 m (vertikale
Temperaturdifferenz), Station A im zeitlichen Verlauf ab dem Jahr 2006 verwendet
werden (Bild 3).
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Bild 3 Wassertemperaturdifferenz zwischen der Oberflache bis zu einer Tiefe von
-9 m (vertikale Temperaturdifferenz), Banter See Wilhelmshaven, Station A
der Jahre 2006 bis 1011 /14/

Im Bild 3 ist zu sehen, dass in jedem Jahr in den Sommermonaten Juni/Juli diese
vertikale Temperaturdifferenz im Bereich von 5 bis 8 K lag, sich aber auch Zeiten ohne
nennenswerte vertikale Temperaturdifferenz unmittelbar anschlossen.
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Wenn die Temperaturdifferenz 0 K vorliegt, dann sind die Bedingungen im Gewasser
von der Wasseroberflache bis zu einer Tiefe -9 m isotherm, d.h. bezlglich der
Temperatur gradientenfrei und es kann vom Durchmischungszustand “ideale
Durchmischung” ausgegangen werden. Ansonsten existieren mehr oder weniger groBe
vertikale Temperaturgradienten.

Aus diesen sehr starken und abrupten Schwankungen der vertikalen
Temperaturdifferenz innerhalb von wenigen Tage kann geschlossen werden, dass das
Wettergeschehen den maBgeblichen Einfluss auf diese vertikale Temperaturdifferenz
haben muss und nicht die Freistrahlanlagen selbst. Wegen ihrer geringen Leistunen
sind sie dazu gar nicht in der Lage, was bereits im Abschnitt 2. festgestellt wurde und
was noch in der erwdhnten weiteren Arbeit /8/ ndher zu untersuchen ist. Weiterhin ist
offensichtlich, dass das zeitliche Verhalten dieser vertikalen Temperaturdifferenz im
Bild 3 in allen Jahren ab 2007 &hnlich ist. Dass die Freistrahlanlagen aber erst ab dem
Jahr 2008, bzw. erst ab 2009 in Betrieb gegangen sind, spricht ebenfalls flr das
Wettergeschehen als HaupteinflussgréBe auf diese vertikale Temperaturdifferenz.

In diese Arbeit wird zur Vereinfachung angenommen, dass wahrend der
Haupteinsatzzeit der Freistrahlanlage im Sommerhalbjahr die Temperatur im Gewasser
an der Oberflache im Mittel von 20 °C bis zu einer Tiefe von -10 m auf 15 °C linear
absinkt. Folgende lineare Funktion wurde zu Grunde gelegt:

T(y)=T,+Ay- tan ¢ (10)

Hierin bedeutet Ay die Anderung der Tiefenlage von der Wasseroberfliche als
Negativwert und € der Steigungswinkel dieser Temperaturgleichung. Fir die
angenommenen Werte ergibt sich:

Ay

tan €:ﬁ= 0,5

e= arctan (0,5) = 26,46°

- Dichtefunktion:
Die Dichte des Wassers ist eine temperaturabhangige Funktion und kann
néherungsweise nach einer quadratischen Temperaturfunktion berechnet werden /15/:

pw(T) = 999,972 0,007 (T - 4)° (11)

Hierin bedeutet T die Wassertemperatur in °C. Danach ergeben sich fir die gewahlten
Temperaturen folgende Dichten:

T=20°C: 998,18 kg/m?

T=15°C: 999,12 kg/m?
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- Funktion der dynamischen Viskositat des Wassers:
Fir einen Druck von 1 bar lautet die Temperaturfunktion der dynamischen Viskositat
von Wasser /9/:

) 1,795-107° K,
W = 170,036 T+ 0,000185 T°

(12)

Auch in GI(12) bedeutet T die Temperatur in °C. Die Konstante K, ist eine
stromungskinetische GréBe zur Berlcksichtigung der erwahnten turbulenten
Konvektionsanteilen. Diese Konstante kann im Bereich bis 10* liegen.

- Kinematik:
-- Geschwindigkeit/Weg-Zeit-Gesetz (Translation):
Fir die Beschleunigung eines Massenpunktes gilt:

c=cy,tat

c=.C2 1t 2a/

In den GIn(13) bedeuten a je nach dem Vorzeichen die gleichmaBige

Beschleunigung/Verzoégerung, t und £ die Zeit und der zurlickgelegte Weg,
sowie ¢, die Anfangsgeschwindigkeit.

(13)

-- Bahnkurve eines Massenpunktes beim schragen Wurf (nach oben):

Der schrage Wurf stellt eine Uberlagerung von zwei Bewegungen in
verschiedenen Richtungen dar. Die gleichférmige Geschwindigkeit gilt in der x-
und in der y-Richtung, wahrend die gleichmé&Big beschleunigte Bewegung nur in
der y-Richtung auftritt. Dadurch wird fir den bewegten Massenpunkt eine
Bahnkurve erhalten.

Far die Bewegungen des Freistrahles unter nichtisothermen Bedingungen und
des Massenpunktes beim schragen Wurf mit ihren jeweiligen Bahnkurven
existiert zueinander eine Analogie. Daher werden hier zur Veranschaulichung die
Gleichungen des schragen Wurfs aufgezeigt, die bei der Modellentwicklung im
Abschnitt 6. eine wichtige Rolle spielen werden /16/. Sie lauten fir den
reibungsfreien Vorgang in vektorieller Darstellung in der x-y-Ebene:

r = C= a=
cO,yt_g cosy_gt - a4

2

In der Gl(14) bedeutet F den Ortsvektor (Bahnpunkt x, y) und g die Erd-
beschleunigung.
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5. Zielstellung

In dieser Arbeit soll die Theorie der Freistrahlausbreitung weiterentwickelt werden, um
realistischere Bewegungsablaufe flr den Freistrahl in einem Gewasser zu erhalten, als
sie durch die Anwendung von bisherigen Literaturmodelle méglich sind. Die Wirkung
des Freistrahles hinsichtlich der Weite und der Tiefe im Gewasser in Abhangigkeit von
verschiedenen EinflussgréBen, d.h. die Bahnkurve voraus zu berechnen, ist das
erklarte Ziel.

Bei der Modellierung ist die Reibung an den Flanken des Freistrahles mit
einzubeziehen, weil diese fir die Ansaugung von Umgebungswasser in den Freistrahl
verantwortlich ist. Die Energiedissipation wird vernachlassigt.

EinflussgréBen fur die Modellrechnungen sollen die vertikale Temperaturdifferenz im
Gewasser, der Neigungswinkel des Leitrohres, die strémungskinetische Konstante der
dynamischen Viskositat fir turbulente Strdmungen bei der Wasseransaugung in den
Freistrahl mittels Reibung und die Leistung der Anlage sein .

Die gewahlten Berechnungsdaten sollen sich auf die Freistrahlanlagen des Banter
Sees, Wilhelmshaven beziehen.

6. Weiterentwicklung des mathematisch-physikalischen Modells

Wie schon im Abschnitt 4. festgestellt wurde, kommt dem Impulsstromerhaltungssatz
Gl(8) eine zentrale Bedeutung zu, da dieser als Vektorgleichung die Richtung der darin
erhaltenen Impulsstréme und der wirkenden Krafte beschreibt. AuBerdem lasst er ein
einheitliches Vorgehen fir die Bilanzierung sowohl der Freistrahlanlage als auch des
Freistrahles selbst zu, wie im Folgenden gezeigt wird.

Wie schon erwéhnt, besteht die Freistrahlanlage aus einem zylindrischen Leitrohr und
einem Propeller. Entsprechend Bild 3 breitet sich der Freistrahl flr isotherme
Gewasserbedingungen als freie Strdomung lineare und kegelférmig aus.

Bei der Herleitung der Modellgleichungen wird sich zeigen, dass eine geschlossene
analytische Lésung nicht mdglich ist. Eine numerische Lésung soll wegen der
Komplexitat der Problematik nicht angestrebt werden und deshalb wird ein
abschnittsweises Approximationsverfahren unter Einbeziehung von grafischen
Lésungen flr jeden Abschnitt mit der Software MathCad prime 1.0 angewendet.

Fir diese Approximation wird das gesamte Strdmungsgebiet des Freistrahles in
einzelne Bilanzgebiete (Segmente) unterteilt, die geometrisch jeweils als Zylinder, bzw.
als Kegelstumpf aufgefasst werden (siehe Bild 4).

Das Wasser des Gewassers wird als ruhend angenommen.
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Bild 4 Segmentierung des Freistrahls fir die Modellbildung in die einzelnen
Bilanzgebiete I, Il, I, ...; lineare Strahlausbreitung, isotherm

Daher ergeben sich flr jedes Bilanzgebiet integrale Bilanzen, die dann relativ einfach
geldst werden kdnnen. Bei dieser abschnittsweisen Berechnung bilden die
Bedingungen am Austritt des vorhergehenden Bilanzgebietes stets die Bedingungen
am Eintritt des folgenden Bilanzgebietes. Jedes einzelne Bilanzgebiet steht fir die
Modellannahme, dass sich der zylindrische Teil aus der Kolbenstrémung des
vorhergehenden Bilanzgebietes ergibt. An der Zylindermantelflache wird durch Reibung
Umgebungswasser in den Freistrahl eingesaugt und die sich bildenden Flanken des
Kegelstumpfes werden durch dieses angesaugte Umgebungswasser reprasentiert.
Um die Bahnkurve des Freistrahls berechnen zu kénnen, wird unter Ausnutzung der
Analogie zur Bahnkurve des schragen Wurfs die Gl(14) weiterentwickelt.

Bilanzgebiet 2, (Leitrohr der Freistrahlanlage):
Das Bilanzgebiet 2, d.h. die eigentliche Freistrahlanlage, besteht aus dem zylindrischen
Leitrohr mit Propeller und es erstreckt sich von 1 nach 2 (siehe Bild 4). Die
Impulsstrombilanz ergibt sich unmittelbar aus der GI(8) mit Einflihrung der Schubkraft
F,,, die durch den Propeller aufgebracht wird.
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k_ I1=F12 (15)

Der Eintrittsimpulsstrom T, ist zu vernachlassigen, weil die Annahme zugrunde liegt,
dass das Wasser aus der Ruhelage beschleunigt wird.

Bei der Bilanzierung werden die Stoffwerte einfachheitshalber auf den Eintritt, also auf
den Punkt 1 bezogen. Es gilt in Verbindung mit der Kontinuitatsgleichung Gl(6):
L=ty & = Py, 7 1262
L 2# 2 = Puw, 2 G2 (16)
P, = F,¢C,

Die Dichte des Freistrahlwassers p,,\ ; (warmes Wasser) folgt aus der Annahme, dass
es vom Oberflachenwasser héherer Temperatur gespeist wird, und dass dessen
Temperatur sich bis zur Stelle 1 nicht verandert hat.

Die Leistung P,, (Momentanleistung) in Gl(16) ist das Skalarprodukt zweier Vektoren.

Als Lésung wird fur die Geschwindigkeit an der Stelle 2 erhalten:
- P
C,=3— >3 (17)
Puw, 7 Ty

Entsprechend der Vektorenzerlegung in die x-Richtung (waagerecht) und in die y-
Richtung (senkrecht) ergeben sich flir diese Komponenten der Geschwindigkeit
beziglich des Neigungswinkels des Leitrohres zur Senkrechten B, die folgenden
Gleichungen:

X - Richtung y - Richtung

~ L. ~ ~ 18
C,, = C,sin j3, C,, = C, COS [, (18)

Die Bahnkurve der Wasserbewegung in der Freistrahlanlage und in dem folgenden
Freistrahl beginnt am Eintrittspunkt 1 des Leitrohres, der mit den Langen in x- und in y-

Richtung mit £, , = 0 m sowie gemé&B der Geometrie der Freistrahlanlagen BANT 1 mit
£,, =-1,4 m (Minus: nach unten) festgelegt wurde.

Die Lange des Leitrohres betragt £z = 1,5 m, so dass sich fiir den Austritt 2 je nach
dem Neigungswinkel B, folgender Bahnpunkt ergibt:

Loy = L sin £, £,, =Lz COS B+ £y, (19)
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Bilanzgebiet I:

Das Strémungsgebiet des Freistrahls ist in die Bilanzgebiete I, II, lll, ... zerlegt worden
(Bild 4). Die folgenden Ausfihrungen beziehen sich zwar auf das Bilanzgebiet I, aber
zur Verallgemeinerung werden die einzelnen Aussagen auch far die nachfolgenden
Bilanzgebiete getroffen.

Dieses Bilanzgebiet I ist das erste Bilanzgebiet des Freistrahls und es umfasst nach
dem Leitrohr das freie Stromungsgebiet von 2 nach I. Nach der Modellvorstellung soll
an der Zylindermantelflache durch die Reibung eine Wasseransaugung auftreten.
Dieses angesaugte Wasser wird durch die Flanken des Kegelstumpfes reprasentiert.
Die Mantelflache des Zylinders Ay, und die Volumina V, des Zylinders und des
Kegelstumpfes | ergeben sich nach den folgenden Gin(20):

Zylinder Kegelstumpf
Ap=27r,¢ (20)
4
V, = zr2 ¢ V, :Tﬁ(r,ﬂr, r, +r2)

Hierin bedeutet ¢ die Lange (Hohe) des Zylinders, bzw. des Kegelstumpfes fir das
Bilanzgebiet 1.
Der Flankenwinkel des Kegelstumpfes wird mit a bezeichnet (siehe Bild 4). Der Radius

r, fir den Austritt der Stromung aus dem Bilanzgebiet | der Lange £ ergibt sich mit
diesem Flankenwinkel nach folgender Gleichung:
n-rn

tan g= 2
*="

r=/4tan a+r, (21)

Der Impulsstromerhaltungssatz entsprechend der GiI(8) soll nun fir das Bilanzgebiet |
formuliert werden.

Nach SIEGLOCH /17/ kdnnen in dieser Impulsstrombilanz GI(8) im =F-Term weitere
Krafte wie die Reibungskraft F. an der Strémungsbegrenzung (Mantelfliche des
Zylinders), sowie die Schwer- und die Auftriebskraft F und F, enthalten sein.

Die dafir erforderlichen Stoffwerte werden dabei ebenfalls stets auf den
Eintrittszustand des Bilanzgebietes, also fiir das Bilanzgebiet | auf die Stelle 2 bezogen.
Durch die vorgesehene Abschnittweiseberechnung des Freistrahls ist fir die einzelnen
Bilanzgebiete eine tatséchliche abweichende Geometrie vom Zylinder/Kegelstumpf um
so bedeutungsloser, je kirzer die Bilanzgebiete gewahlt werden. Im vorliegenden Fall

wird eine einheitliche Lange der Bilanzgebiet von £ = 1 m vorgesehen.
Fir die weitere Herleitung des mathematisch-physikalischen Modells werden folgende
Voraussetzungen und Vereinfachungen getroffen, bzw. zusammengefasst, die fir das
erste und alle weiteren Bilanzgebiete des Freistrahls sinngeman gelten:
o Fir das radiale Strdmungsprofil wird ein Zylinder angenommen, welcher mit
gleichférmiger Geschwindigkeit durchstrémt wird (Kolbenstrémung).
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o Das Flankenvolumen des Kegelstumpfes, also die Differenz des Kegel-
stumpf- zum Zylindervolumen bildet sich durch die reibungsbedingte
Ansaugung von Umgebungswasser in den Freistrahl. Als Flache A im
Reibungsgesetz GI(9) gilt die Mantelflache des Zylinders Ay, GI(20).

o An der Austrittsstelle (Seite des groBen Radius am Kegelstumpf) tritt eine
vollkommende Quervermischung des Wassers aus dem Zylinder und des
Wassers aus den Flanken des Kegelstumpfes auf, so dass sich auf den
gesamten Querschnitt bezogen eine einheitliche Geschwindigkeit €, einstellt.

o Das Umgebungswasser des Freistrahls wird als ruhend angesehen.

o Die unterschiedlichen Geschwindigkeiten am Ein- und am Austritt weist die
Strémung im Bilanzgebiet als gleichmaBig beschleunigte/verzdgerte
Bewegung aus.

o Wegen unterschiedlicher Temperaturen des Freistrahl- und des
Umgebungswassers ergeben sich dichtebedingt unterschiedliche Schwer-
und Auftriebskrafte.

o Da in jedem einzelnen Bilanzgebiet unterschiedliche Beschleunigungen/
Verzdgerungen auftreten kénnen, gilt die gesamte Strémung des Freistrahls
Entlang der Bahnkurve als eine ungleichmaBig beschleunigte/verzégerte
Bewegung.

o Die Stoffwerte beziehen sich stets auf den Eintrittszustand des jeweiligen
Bilanzgebietes, der identisch ist mit dem Austrittszustand des vorher-
gehenden Bilanzgebietes.

Die Dichte des Freistrahlwassers wird mit p,,,y (Warmes Wasser) und die
Dichte des Umgebungswassers mit p,, (kaltes Wasser) bezeichnet.
o Die Energiedissipation wird vernachlassigt.

Die Impulsstrombilanz nach GI(8) fir das Bilanzgebiet | und dann sinngemaRn auch fir
alle folgenden Bilanzgebiete lautet:

— —

-1, =-F, +Fg, - F, (22)

Nach dem zweiten NEWTON’schen Gesetz bewirken Krafte am bewegten
Massenpunkt je nach dem Vorzeichen Beschleunigungen oder Verzégerungen. Daraus
ergibt sich fur die Gl(22), dass die Reibungskraft F,,, den nach unten gerichteten
Impulsstrom verzégert, die Schwerkraft FG,, diesen beschleunigt und die Auftriebskraft
?A,, diesen ebenfalls verzdgert. Flir das Bilanzgebiet | gilt:

Impulsstrom Eintritt, 2: I,=m, ¢, = pw. Vs G,
Impulsstrom Austritt, I: I,=m, ¢ = puw. V, €
Reibungskraft, Mantel: F,=A, 7 (23)

Schwerkraft (senkrecht):  Fg, = pyws Vi @
Auftriebskraft (senkrecht):  Fy, = gao V, 0
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Die Schwerkraft fiir den Freistrahl in GI(23) wird durch das Wasser héherer Temperatur
mit der kleineren Dichte p, (warmes Wasser) und die Auftriebskraft durch das
Umgebungswasser tieferer Temperatur mit der héheren Dichte p,,, (kaltes Wasser)
definiert. Beide Kréafte haben stets eine senkrechte Wirkungsrichtung und sie stellen
sich auf Grund dieser Dichten als resultierende Kraft mit der Wirkungsrichtung nach
oben ein. Dieser Fall wird im Folgenden stets als Auftrieb bezeichnet.

Die resultierend Kraft mit der Wirkungsrichtung nach unten, also der Abtrieb ergibt sich
dann, wenn das Freistrahlwasser eine tiefere Temperatur und damit eine héhere Dichte
als das Umgebungswasser aufweist. Wie in spateren Modellrechnungen gezeigt wird,
tritt dieser Fall bei einem zweiten Bahnkurvenumkehrpunkt auf.

Im Fall isothermer Gewasserbedingungen tritt kein Auftrieb/Abtrieb auf und in Gl(22)
fallen die beiden Terme der Schwer- und der Auftriebskraft weg.

Bei der Bilanzierung werden, wie schon mehrfach erwahnt, die Stoffwerte auf den
Eintritt, also auf den Punkt 2 bezogen.

Die Schubspannung T, in der Reibungskraft I_'-",,I Gl(23), die an der Mantelflache des
zylindrischen Bilanzgebietes | wirkt, ergibt sich fir das Wasser aus der dynamischen
Viskositat n,y, des turbulent eingesaugten Wasserstromes (kinetische GrBe!) bei
tieferer Temperatur des Umgebungswassers, multipliziert mit dem
Geschwindigkeitsgradienten quer zur Strdmungsrichtung, siehe GI(9):

Ac
4= Ukw.z[Ej (24)
I

Fur die Kegelstumpfflanken als gewahltes geometrisches Modell der einzelnen
Bilanzgebiete, wird davon ausgegangen, dass diese Flanken mit dem Steigungswinkel
a aus dem durch die Reibung angesaugten Umgebungswasser gebildet werden (siehe
Bild 4). Die Geschwindigkeitsdifferenz Ac quer zur Strébmungsrichtung folgt aus dem
arithmetischen Mittelwert im Bilanzgebiet I (€, + €,)/2 bezogen auf den Ruhezustand
€ = 0 an der Kegelstumpfmantelflache, so dass gilt:

so= (25)

Die Flankenhéhenzunahme im Bilanzgebiet Ay, ergibt sich ebenfalls Uber einen
arithmetischen Mittelwert (r, + r,)/2 bezogen auf den Zylinderradius r.:

r, + T,

Ay, =h -1, = 2

r2
rI B r2
Ay, = o (26)

In GI(23) werden die Krafte mit den GIn(24) bis (26) in Verbindung mit der GI(9) sowie
die Massenstrome mit der Kontinuitatsgleichung Gl(6) erweitert:
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Impulsstrom, Eintritt 2: = Puwz 7 I3 C5

2
Impulsstrom, Austritt I: i,

2 22
Pwwz T 1 C

Reibungskraft, Mantel: ~ F,=27zr, ¢ 62_+ C w2 (27)
1 2
Schwerkraft (senkrecht): Fg, = pyw, 7 17 £0
Auftriebskraft (senkrecht): Fy, = g, 7 12 £ 9
Aus der Gl(22) folgt mit den GIn(27):
Puwz 7 r|2 élz ~ Puwz 7 r22 6: =-27xr, £ (;.IZ_-I-::I Thw 2
(28)

+ (pr,Z - :Okw,z) 7z r; £gcos f3

Der Winkel B, der Stromungsrichtung des Freistrahls im Bilanzgebiet | muss in der
Gl(28) deshalb eingefuhrt werden, weil der Auftrieb/Abtrieb stets senkrecht und nicht in
Strémungsrichtung wirkt und sich der Winkel vom vorhergehenden Bilanzelement 2 B8,
verandert haben kann.

Bei isothermen Gewasserbedingungen fallt in GI(28) der zweite Term auf der rechten
Seite weg, weil die Dichten sich aufheben.

Die Gl(28) ist eine quadratische Gleichung, die in die Normalform gebracht wird. Die
Normalform lautet:

. 2r, ¢ .nkw,z G+ 2r, ¢ .nkw,z g

c2+
)2 Pewe (-1 Pawe
2 2
_ r_j [ pk_w] [r_j ) ) (29)
(rlz -1 Puw,2 r fgcos =0

Prinzipiell kann die analytische Lésung Uber die L&sungsformel fir quadratische
Gleichungen erhalten werden:
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mit:
b- 2r, ¢ kw2
(r-1,) 12 Paws

2r, ¢ . r2)\? _ r2\?
a2l e g () g (g e (5] g ces g
(rl - rz) N Puwz

Als Lésungen von GI(30) werden erhalten:

€., wahre Lésung

C,, physikalisch sinnlose Lésung

Die Lésung von GI(30) beschreibt die Lineargeschwindigkeit €, der Strémung am
Austritt des Bilanzgebietes | als vektorielle GréBe. Nach dem physikalischen
Versténdnis der Impulsstrombilanz Gl(22) wird diese Geschwindigkeit am Austritt des
Bilanzgebietes sowohl durch den Strdmungsquerschnitt (Kontinuitatsgleichung Gl(6))
als auch durch die GréBe der wirkenden Krafte bestimmt, so dass im Bilanzelement von
einer gleichmaBig beschleunigten/verzdgerten Bewegung ausgegangen werden kann.
Im Fall der isothermen Bedingungen fallt in GI(30) fir q der rechte Term weg, weil dann
der Dichtequotient 1 betragt.

In Analogie zur Bahnkurve des schragen Wurfs wird nun auf der Grundlage von der
Gl(14) und mit den GIn(29) und (30) die Modellkonzeption fir das Bilanzgebiet | des
Freistrahls hergeleitet. Die Vektorgleichung in der x-y-Ebene lautet:

aj, t,
R cl,x tl,x + 2 R (

= + ++ c = + ++

I (al,v + al,v) tfv I cl,v + (al,v + al,v) t
2

cl,x + a:x tl,x ] - I,x
|
Ly

.
i [(ar,y +’a:;)] &)

cI,y tl,v +

Hierin bedeutet T den Ortsvektor (Bahnpunkt x, y). Aus der GI(31) wird deutlich, dass
sich beide x-y-Komponenten aus Termen der gleichférmigen und der gleichmaBig
beschleunigten Bewegung zusammensetzen. Allerdings beinhaltet nach Gl(32) die
Beschleunigung der y-Komponente &, zwei Anteile: Den Ersten fir die
Linearbewegung @, ,* und den Zweiten flir den Auftrieb/Abtrieb &, ™.

a,, - aj, + ) ©2)
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Wie im Folgenden noch dargelegt wird, ist in den GiIn(31) und (32) die Bewegungen des
Freistrahls im Bilanzgebiet je nach Vorzeichen der GroBe @ beschleunigt oder
verzdgert, bzw. in den Wirkungsrichtungen nach unten oder nach oben gerichtet.
Die prinzipielle Vorgehensweise zur Losung der Modellgleichungen GIn(29) bis (32) fir
das Bilanzgebiet |, aber auch fir alle nachfolgenden Bilanzgebiete ILIILIV,... ist:
a. 1. Variation des Neigungswinkels B, in einem Erwartungsbereich.

2. Berechnung der Lineargeschwindigkeit €, mit der GI(30) und deren

Zerlegung in die Komponenten €,, und €, , sowie die Berechnung der

Komponenten des Bilanzgebietes £,, und £, .
3. Berechnung der Komponenten der Linearbeschleunigung &,," und @, .
4. Berechnung der Beschleunigung durch den Auftrieb/Abtrieb @, ,*.
5. Zusammenfassung beider Beschleunigungsanteile nach GI(32) zur
Gesamtbeschleunigung @, .
6. Berechnung der Bewegungszeiten der Komponenten t,, und t, .
b. Grafische Ldsung der Modellgleichungen Uber die Bewegungszelten und
Ermittlung des Winkels B,.
Berechnung des Bahnpunktes x, und y,.
Berechnung der Temperaturen und der Stoffwerte des Freistrahl- und des
Umgebungswassers an der Stelle | fir die nachfolgende Berechnung des
nachsten Bilanzgebietes II.

oo

Die in den Punkten a. bis d. zu verwendenden Bedingungen und weiteren Gleichungen
lauten:

zua.l.: Variation des Winkels B, in einem Erwartungsbereich z.B.: 30...32...34°.
zu a.2. Die Berechnung der Komponenten der Lineargeschwindigkeit und des
Bilanzgebietes erfolgt mit den GiIn(33):
X - Komponente: y - Komponente:
C,, = C, s-in A c,, =C,cos j (33)
£, =4 sin j3 £,,= £ cos f3
zu a.3.: Um die Linearbeschleunigung/Linearverzégerung fir die einzelnen
Komponenten zu erhalten, wird folgende Gleichung der Kinematik Gl(13)
angewendet:
— é|2x_é§x = élzv_égv
a, =———— a/, =—— 34
1,x 2 Zl,x Ly 2 '€|,y ( )
zua.d.: Der zweite Beschleunigungsanteil fir den Auftrieb/Abtrieb kann Uber eine

Kraftebilanz fir das Bilanzgebiet | hergeleitet werden.

Die Differenz aus Schwer- und Auftriebskraft bewirkt nach dem 2.
NEWTON’schen Gesetz eine Beschleunigungskraft F,,,, die eine
Auslenkung des Freistrahls zu einer Bahnkurve bewirkt. Es gilt:



B. Winter
Jade Hochschule

Freistrahlanlage Teil 1.pdf 23

Beitrag zur Modellierung von Freistrahlanlagen (Teil 1)  23.08.2012

Zu a.b.:

zu b.:

IEa,I,y =P~ FA,I (35)

mit:

|

aly = M, 5:; = Pww,2 \/ 5:;
G =M, g= Puww,2 Vig (36)
Al = w2 Vg

|

T

Aus den GIn(35) und (36) folgt:

é o [1_ pkW,zj g (37)

Pww,2

mit: g =-9,81 m/s2

Der Negativwert der Erdbeschleunigung g bedeutet die natlrliche
Wirkungsrichtung senkrecht von oben nach unten. Wenn im Fall des
Auftriebs den Freistrahl Wasser tieferer Temperatur umgibt und sich im
Freistrahl Wasser héherer Temperatur befindet, wird die GlI(37) fir den
nach unten gerichteter Freistrahl einen positiven Wert liefern.

Dadurch wirkt diese Beschleunigung @,,* der Erdbeschleunigung
entgegen und ist dem zufolge nach oben gerichtet, was flir den schrag
nach unten gerichteten Freistrahl zur erwahnte Bahnkurve flhrt.

Im Fall des Abtriebes wird &,,** negativ und der nach oben gerichtete
Freistrahl wird wieder nach unten gelenki.

Im Fall der isothermen Bedingung wird @, ,** = 0.

Die Bewegungszeiten der Strdmung im Bilanzgebiet | bezogen auf die
Komponenten ergeben sich aus der GI(38).

X - Komponente y - Komponente
¢ o G Cax o _CyCyy (38)
- éI,x W aI,y

Die grafische Darstellung der Bewegungszeiten t,(B,) und t, (B,) weisen
in der Abh&ngigkeit zum Strémungswinkel B, eine gegenlaufige Tendenz
auf, so dass sich in Verbindung mit GI(39) ein Schnittpunkt ergibt, welcher
als Lésung des gesamten mathematischen Modells GIn(30) bis (39)
verstanden wird .

t,(8)=t,(8) (39)

Bei nichtisothermen Bedingungen folgt fur den Winkel B, # B,. Nur im
isothermen Fall bleiben diese Winkel konstant.
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ZU C.:

zud.:

Der neue Bahnpunkt an der Stelle | ergibt sich aus dem vorhergehenden
Bahnpunkt an der Stelle 2 sowie den x- und y-Komponenten fir die

Lange £ des Bilanzelementes. Es gilt:
x - Komponente y - Komponente

40
X|=X2+£|’x yI:yz_Zl,y ( )

Das negative Vorzeichen fir £, , ergibt sich durch Richtung nach unten.
Wie schon erwahnt, wird vorausgesetzt, dass sich der Volumenstrom am
Austritt des Bilanzelementes aus Massen/Massenstrémen
unterschiedlicher Temperatur zusammensetzen, die sich vollkommen
vermischen. Dabei stellt sich im Freistrahl entsprechend der GlI(7) eine
mittlere Temperatur T ein.

Das Bild 5 zeigt fir das Bilanzgebiet | eine Teilansicht aus Bild 4. Fur die
Energiebilanz sind die GroBen Temperatur, Dichte und Masse fir das
kalte und das warme Wasser enthalten. Der innenliegende Zylinder des
Kegelstumpfes wird aus dem Wasser hoherer Temperatur T, , mit der
kleineren Dichte p,, und der Flankenkérper des Kegelstumpfes aus
dem Wasser tieferer Temperatur T, mit der hoheren Dichte p,y .,
gebildet.

Leitrohr mit Propeller

Freistrahl, Bilanzgebiet |,
Kegelstumpf

Flankenkorper, m,

2
pkW,2
TkW,2 I

Bild 5 Bilanzgebiet | des Freistrahls mit GréBen der fir die
thermische Energiebilanz

Aus Bild 5 wird ersichtlich, dass in GI(7) der Kegelstumpf die Masse des
innenliegenden Zylinders m,, die Masse des Flankenkdrpers m, und die Gesamtmasse
m, beinhaltet. Es gilt:
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m, = 7”22 Epww,z
(41)

Lz, 2 2
m, = —3 (r, +r,r2+r2)—7rr2 V4 Pw 2

In Verbindung mit GI(7) wird far die mittlere Temperatur des Freistrahlwassers 'T'ww,,
erhalten:

1
T r22 Puwz Twwa t 5(“2 +r -2 r22 ) Pz Tewa
= 42)
wW,l 1 (
r22 Pww,2 T g(rlz +1 -2 r22 ) Pw,2

Die in Gl(42) notwendigen Temperaturen und Dichten an der Stelle 2 werden Uber die
GIn(10) und (11) berechnet und danach auch die Dichten und die Temperaturen an der
Stelle 1. Diese Temperaturen und Dichten an der Austrittsstelle | sind identisch mit
denen der Eintrittsstelle des Bilanzgebietes ll, so dass sich nun mit den GIn(30) bis (42)
eine zweiter Rechengang und fir die folgenden Bilanzgebiete die weiteren
Rechengénge anschlieBen.

7. Exemplarische Berechnungen von Bahnkurven mit MathCad

Die gesamte Modellkonzeption GIn(6) bis (42) ist mit der Software MathCad prime 1.0
in verschiedenen Beispielberechnungen angewendet worden, was im folgenden
zusammengefasst werden soll.

Beispiel 1

Datei: “Modellrechnung Freistrahlanlage 12 30grad-s.mcdx” vom 19.02.2012

Dieses Beispiel bezieht sich u.a. auf:

- Elektrische Leistung des Propellers: 2 kW
- Neigungswinkel des Leitrohres zur
Senkrechten, B,: 30 °
- Leitrohrradius der Anlage r,: 0,7m
- Strbmungskinetische Konstante der
dynamischen Viskositat Gl(12), K,: 1
- Temperatur des Gewassers
- Oberflache: 20 °C
+ 10 m Tiefe: 15 °C
- Flankenwinkel des Freistrahls,
(Kegelstumpf) Gl(21), a: 15 °

Die MathCad-Datei umfasst fir 19 (XIX) berechnete Bilanzgebiete des Freistrahls
insgesamt 84 Arbeitsblatter, so dass auf deren Verdéffentlichung in dieser Arbeit
verzichtet werden muss.
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Im Anhang Abschnitt 12.1. sind allerdings die ersten 7 Blatter der Berechnung bis
einschlieBlich zum Bilanzelement | enthalten.

Folgende Ergebnisse lassen sich flr das Leitrohrende (Stelle 2) und fir den Austritt des
Bilanzgebietes | (Stelle I) zusammenfassen:

Stelle 2 Stelle |
Neigungswinkel, [B] = ° 30 30,62
Geschwindigkeit, [€] = m/s 0,97 0,7
Volumenstrom, [V] = m3/s 1,49 2,06
Impulsstrom, [I] = N 1,444-10° 1,44-10°
Bahnpunkt, [x; y] = m 0,75; -2,7 1,26; -3,56

Tabelle 2 Ergebnisse der Freistrahlberechnung fir das Bilanzgebiet I,
Beispiel 1, MathCad-Datei:
“Modellrechnung Freistrahlanlage 12 30grad-s.mcdx”
siehe Anhang, Abschnitt 12.1. (Auszug)

Aus Tabelle 2 kann enthommen werden, dass sich der Neigungswinkel des Freistrahls
B zur Senkrechten flr das Bilanzgebiet | im Vergleich zum Leitrohr Stelle 2 etwas
vergréBert hat. Diese geringflgige Erhdhung resultiert aus dem noch geringen Auftrieb
des Freistrahls an dieser Stelle.

Diese Wirkung des Auftriebs im Rechengang ist im Anhang Abschnitt 12.1. auf der
Seite 5 der MathCad-Datei an Hand der Zahlenwerte fiir die Vertikalbeschleunigungen
zu sehen. Die Beschleunigung der Linearbewegung &,,* (a,,) weist ein negatives
Vorzeichen auf und stellt demnach fiir die Bewegung nach unten eine Verzégerung dar.
Die Beschleunigung durch den Auftrieb &, ** (a,,,) weist durch das positive Vorzeichen
die Wirkungsrichtung entgegen der Schwerebeschleunigung g nach oben auf. Die
Summe der beiden Vektoren die Gesamtbeschleunigung &, (a,,) ergibt ein negatives
Vorzeichen, was auf die Bewegungsrichtung nach unten hindeutet. Damit ist der
Freistrahl im Bilanzgebiet | weiterhin nach unten gerichtet, wird aber durch den Auftrieb
verzogert.

Erst nach Durchlaufen des Umkehrpunktes wird diese Gesamtbeschleunigung positiv,
was im Bilanzgebiet XI bei dem Winkel By, = 104,07 ° geschehen ist (sieche Anhang
Abschnitt 12.2. Seite 45 der MathCad-Datei).

Die weiteren Ergebnisse sind direkt dem Anhang Abschnitt 12.1. zu entnehmen.

Die Ergebnisse samtlicher Bilanzgebiete wurden in folgenden grafischen Darstellungen
Bilder 6 bis 10 zusammengefasst. Dabei werden jeweils die ersten beiden Punkte durch
das Leitrohr reprasentiert (wie auch in allen folgenden Bildern).
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Bild 6 Bahnkurve des Freistrahls, Beispiel 1
Punkte 1-2: Leitrohr
Punkte 3-21: Freistrahl

Das Bild 6 zeigt, dass die Bahnkurve unter den gewahlten Bedingungen eine begrenzte
Ortliche x-y-Ausbreitung hat, horizontal von ca. 12 m und vertikal von ca. -8 m. Nach
den XIX gerechneten Bilanzgebieten hat der Freistrahl wieder die Wasseroberflache
erreicht.

GemaB der getroffenen Annahmen fir die Modellierung, Vernachlassigung der inneren
Reibung und der gewahlten strdmungskinetischen Konstante K, = 1, stellt diese
erhaltene Bahnkurve in Bild 6 eine maximal mdgliche x-y-Ausbreitung dar, die unter
realen Bedingungen eher kleiner ausfallt. Somit wird deutlich, dass solche Bahnkurven
den Wassertransport von der Oberflache in tiefere Ebenen des Gewéssers und damit
auch die Bellftung sowie die Durchmischung des Gewassers stark einschranken.

Im Bild 7 sind die berechneten Temperaturverlaufe des Freistrahlwassers (rot) und des
Umgebungswassers (blau) entlang der Bahnkurve zu sehen.



B. Winter Freistrahlanlage Teil 1.pdf 28

Jade Hochschule Beitrag zur Modellierung von Freistrahlanlagen (Teil 1)  23.08.2012

Twwr2 (-3'?1 :z) (C)

Tywno (T |2) (C)

1z (m)
W

Bild 7 Temperaturverlaufe des Freistrahlwassers (rot) und des Umgebungs-
wassers (blau) entlang der Bahnkurve, Beispiel 1

Bis zum Schnittpunkt beider Temperaturverlaufe hat das Freistrahlwasser eine héhere
Temperatur (kleinere Dichte) als das Umgebungswasser (gréBere Dichte), was die
Auslenkung des Freistrahls nach oben begrindet. Dabei wird der Freistrahl zunachst
verzégert, um nach dem Umkehrpunkt wieder beschleunigt zu werden.

Nach dem Schnittpunkt der beiden Kurvenverlaufe in Bild 7 ist der Freistrahl in der
Aufwértsbewegung und das Freistrahlwasser hat nun eine tiefere Temperatur als das
Umgebungswasser. Dabei erfahrt er einen Abtrieb. Wegen der fast vertikalen
Bewegungsrichtung des Freistrahles kommt es allerding nicht zu einer weiteren
Bahnkurvenumkehrung, sondern nur zu einer weiteren, allerdings sehr starken
Verzégerung der Aufwartsbewegung.

Im Bild 8 ist die Lineargeschwindigkeit des Freistrahls als Funktion der horizontalen
Streck x fir die einzelnen Bilanzgebiete zu sehen. Die Geschwindigkeitsreduktion im
Verlauf des Freistrahls ist vor allem auf seine kegelférmige Erweiterung des
Strémungsquerschnitts zurtickzuftihren. Allerdings wird die Geschwindigkeit auch durch
die auftriebsbedingte Beschleunigung/Verzégerung beeinflusst. Der sehr starke
Geschwindigkeitsabfall fir die letzten Bilanzelemente lasst sich durch den Abtrieb
erklaren.
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L9 (m]

—

Bild 8 Lineargeschwindigkeit des Freistrahls, Beipiel 1

In den Bildern 9 und 10 werden der Volumen- und der Impulsstrom fur die einzelnen
Bilanzgebiete grafisch dargestellt. Die starken Funktionsabfélle im Bereich der letzten
Bilanzgebiete lassen sich vor allem auf die groBe Geschwindigkeitsreduktion durch die
abtriebsbedingte Verzégerung zurickfihren, die auch bereits im Bild 8 zum Ausdruck
kam.
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V (Bilanzgebiet) [m“] T
s

15 17 19 21

T 0 11 13
Bilanzgebiet

Bild 9 Volumenstrom am Austritt der einzelnen Bilanzgebiete, Beispiel 1

I(Bilanzgebiet) (N)

Sl
1
L

THHD

15 17 19 2

Bilanzgebiet

Bild 10 Impulsstrom am Austritt der einzelnen Bilanzgebiete, Beispiel 1
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Beispiel 2

Datei: “Modellrechnung Freistrahlanlage 13 30grad-s.mcdx” vom 20.02.2012

Im Beispiel 2 sollen die gleichen Annahmen wie flr das Beispiel 1 getroffen werde, mit
der Ausnahme, dass isotherme Bedingungen im Gewasser vorherrschen und
demzufolge kein Auftrieb/Abtrieb auf den Freistrahl wirken kann. Die Bewegung des
Freistrahls ist daher erwartungsgeman fir wiederum 19 berechnete Bilanzgebiete eine
Gerade, die auch im Bild 11 durch die Funktion 13 zum Ausdruck kommt.

Yi2 (3712) (m)

Yz («Tl:;) (m)

L9 (m)

T13 (m)

———

Bild 11 Linearer Verlauf des Freistrahls 13, isotherm, Beispiel 2 und
Bahnkurve des Freistrahls 12, nichtisotherm, Beispiel 1

Diese Funktion 13 im Bild 11 verdeutlicht den unveranderlichen Neigungswinkels des
Freistrahls, der durch den Neigungswinkel des Leitrohres B, bestimmt wird. Zum
Vergleich wird die Bahnkurve 12 aus Beispiel 1 nochmals mit dargestellt.

Das Ergebnis der Berechnungen zum isothermen Fall zeigt deutlich, dass das
Freistrahlwasser bis in tiefste Bereiche eines Gewassers vordringen kann, wenn keine
Temperaturdifferenz zwischen der Oberflache und der Tiefe im Gewasser vorliegt.
Daher ist nur bei isothermen Bedingungen im Gewasser eine sehr weitlaufige
Ausbreitung des Freistrahls vorstellbar.

Als weiteres Ergebnis der Berechnungen soll das Verhalten des Volumen- und des
Impulsstromes fir die einzelnen Bilanzgebiete dargestellt werden.
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Das Bild 12 zeigt einen linearen Volumenstromzuwachs in den einzelnen
Bilanzgebieten, weil durch die isothermen Bedingungen im Gewasser keine
auftriebsbedingten Beschleunigungen/Verzdgerungen auftreten kénnen.

1”[B-£I[ngebiet) [m:‘] 7l

i ) 11 1.3 0 17 18
Bilanzgebiet

Bild 12 Volumenstrom am Austritt der einzelnen Bilanzgebiete, isotherm,
Beispiel 2

Der Impulsstrom ist in den einzelnen Bilanzgebieten stets konstant und betragt fur alle
Bilanzgebiete I bis XIX jeweils: 1= 1,444-10° N = konst.

In diesem Beispiel 2 sind die Ergebnisse des konstanten Impulsstromes und des
linearen Volumenstromzuwachses fir isotherme Bedingungen im Bild 12 im Vergleich
zu den Literaturmodellen GIn(1) bis (5) qualitativ ebenfalls erhalten worden. Ein
quantitativer Vergleich ist allerdings nur bedingt méglich, weil sich die Uber die
Literaturmodelle erhaltenen Daten in Tabelle 1 auf eine kleinere Freistrahlanlage
beziehen. Der Vergleich ergibt Folgendes:

Mit den Literarturmodellen wird nach einer Strahllange von 20 m eine maximale
Strdmungsgeschwindigkeit fir den mittleren Stromfaden von 0,455 m/s erhalten (siehe
Tabelle 1). Wird die dazugehdrige mittlere Stromungsgeschwindigkeit mit ca. 0,23 m/s
angenommen, dann ist sie in der gleichen GrdéBenordnung, wie die im Beispiel 2 Gber
XIX Bilanzelemente, d.h. nach 19 m, berechnete Strémungsgeschwindigkeit von 0,12
m/s (hier nicht dargestellt).

Fir isotherme Gewasserbedingungen ist somit deutlich worden, dass sich mit der in
dieser Arbeit weiterentwickelten Modellkonzeption Gin(6) bis (42) qualitativ und
quantitativ vergleichbare Ergebnisse zu den genannten Literaturmodellen Gin(1) bis (5)
erzielen lassen.



B. Winter Freistrahlanlage Teil 1.pdf 33

Jade Hochschule Beitrag zur Modellierung von Freistrahlanlagen (Teil 1)  23.08.2012

Beispiel 3
Datei: “Modellrechnung Freistrahlanlage 12-1 30grad-s.mcdx” vom 03.02.2012 und
Datei: “Modellrechnung Freistrahlanlage 12-2 30grad-s.mcdx” vom 20.02.2012
Bei den Berechnungen zu den Beispielen 1 und 2 wurde die dynamische Viskositat des
Wassers n,y (Gl(24)) als reiner Stoffwert angenommen (laminare Strémung), was bei
turbulenten Stromungsbedingungen zu erhebliche Fehlern flihren wiirde.
In Gl(12) ist daher die kinetische Konstante K, enthalten, um den Einfluss der
Turbulenz berlcksichtigen zu kénnen. Diese Konstante kann nur empirisch bestimmt
werden, was erst einer Folgearbeit vorbehalten sein soll.
An dieser Stelle kann aber jetzt schon durch eine Variation dieser Konstante deren
Einfluss auf die Bahnkurve des Freistrahls berechnet werden.
Ausgangspunkt fir die Berechnungen sind die Bedingungen des Beispiels 1 und es
wurden folgende Konstanten gewahlt:

o Berechnung 12-1: K, = 1000

o Berechnung 12-2: K, = 5000
Die Ergebnisse ergeben im Vergleich zur Berechnung 12 aus Beispiel 1 die Funktionen
im Bild 13.

Yiz1 (-'17121) (m)

Yy22 (-'17122) (m)

Y12 (T12) (m)

L1 (m]

Ty (M)

13 (m)

Bild 13 Bahnkurven bei verschiedenen stromungskinetischen Konstanten:
Beispiel 3, K, =1000 (12-1), K, = 5000 (12-2)
Beispiel 1, K, =1 (12) zum Vergleich
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Das Bild 13 zeigt die Reduzierung der Strahlausbreitung, wenn die kinetische
Konstante K, vergréBert wird. Dieses Ergebnis ist erwartungsgeman, da sich mit der
VergréBerung dieser Konstante auch die Einsaugung von Umgebungswasser in den
Freistrahl vergréBert, was seine Geschwindigkeit reduziert.

Im Fall 12-1 (K, = 1000) gelangt der Freistrahl nach den 19 (XIX) Bilanzgebieten wieder
zur Wasseroberflache, wahrend im Fall 12-2 (K, = 5000) die Geschwindigkeit praktisch
so klein wird, dass dieser schon nach dem Bilanzgebiet 14 (XIV) zur Ruhe kommt.
Aus diesen Ergebnissen kann geschlussfolgert werden, dass die Bahnkurve von
Beispiel 1, wenn die dynamische Viskositat des Wassers fir eine laminare Strémung
voraussetzt wird, sich der Idealfall einer maximalen Freistrahlausbreitung ergibt. Im
Realfall, wenn die dynamische Viskositat einer turbulenten Strémung gilt, reduziert sich
die Strahlausbreitung deutlich.

Beispiel 4

Datei: “Modellrechnung Freistrahlanlage 12 60grad-s.mcdx” vom 28.02.2012

Das Beispiel 1 bezieht sich auf den Neigungswinkel des Leitrohres zur Senkrechten 8,
von 30 °. In diesem Beispiel 4 wird nun der Winkel 60 °zur Senkrechten gewahlt und er
ist damit so groB, wie in den Freistrahlanlagen BANT 1 und 2. Alle anderen
Bedingungen sind so wie im Beispiel 1 gewahlt worden.

Im Bild 14 ist zu sehen, dass die Bahnkurve bei 60 °(12-60) selbstverstandlich flacher
beginnt und dann im Umkehrpunkt nur etwa die Halfte der Tiefenlage von der
Bahnkurve mit dem Startwinkel 30 ° (12-30) erreicht.

Yy {'-7'712} {*}n]

Y260 {:rlZIiU) (m) 8 12-30
vy (m)
L1260 [m}
Bild 14 Bahnkurven des Freistrahls:

Beispiel 4, B, = 60° zur Senkrechten (12-60)
Beispiel 1, 30 ° zur Senkrechten (12-30) zum Vergleich
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Die Bahnkurve 12-60 verlangert sich und weist im weiteren Verlauf einen zweiten
Umkehrpunkt auf. Dieser zweite Umkehrpunkt stellt sich ein, weil der Freistrahl nach
dem ersten Umkehrpunkt Umgebungswasser tiefere Temperatur (gréBerer Dichte)
ansaugt und es in obere Bereiche des Umgebungswassers hdherer Temperatur
(kleinerer Dichte) transportiert. Dadurch wird der Freistrahl weiter verzdgert und wegen
des Abtriebes und seiner flachen Wirkungsrichtung nach unten abgelenkt.

Es kann deshalb festgestellt werden, dass mit VergréBerung des Leitrohrwinkels 8, die
Tiefenwirkung im Gewéasser ab- und die horizontale Wirkung zunimmt.

Beispiel 5

Datei: “Modellrechnung Freistrahlanlage 12 60grad-s 4.mcdx vom 05.04.2012

Dieses Beispiel 5 baut auf dem Beispiel 4 auf, wobei aber die elektrische Leistung fur
den Antrieb des Propellers um den Faktor F = 4 vergréBert wurde, welche nun einer
elektrischen Leistung von 8 kW entspricht. Mit dieser Berechnung soll ermittelt werden,
wie sich bei einem Anstellwinkel des Leitrohres von 60° zur Senkrechten (wie bei den
Anlagen BANT 1 und 2) die Eindringtiefe des Freistrahls in die Gewdassertiefe
verandern wirde. Im Bild 15 ist die Bahnkurve des Beispiels 5 (12-60-4) im Vergleich
zum Beispiel 4 (12-60) zu sehen.

12-60
12-60-4
Y12604 {«'ﬁzﬁtmd) (m) B
Y1260 {3’ mm) {m}
L1260 (m]
Ly260 [m]
Bild 15 Bahnkurven des Freistrahls bei B, = 60° zur Senkrechten:

Beispiel 5, Leistungsfaktor F = 4 (12-60-4)
Beispiel 4, Leistungsfaktor F = 1 (12-60) zum Vergleich
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Auch bei einer 4-fachen VergréBerung der elektrischen Antriebsleistung flr den
Propeller und der sich daraus ergebenden VergréBerungen der Geschwindigkeit und
des Volumenstromes des Freistrahles, erhdht sich die Eindringtiefe des Freistrahles nur
geringfigung von -4,6 m (vergl. Beispiel 4) auf -5,5 m. Dieses Ergebnis lasst auBerdem
den Schluss zu, dass der Anstellwinkel in den Anlagen BANT 1 und 2 verkleinert
werden sollte, um gréBere Tiefen des Gewassers mit dem Freistrahl erreichen zu
kdénnen.

8. Schlussfolgerungen aus den Beispielberechnungen
Folgende Schlussfolgerungen sind aus den Beispielberechnungen zu ziehen:

o Eine Freistrahlanlage kann nur bei isothermen Bedingungen im Gewasser durch
einen linearen Freistrahl sauerstoffreiches Wasser von der Oberflache bis in tiefste
Ebenen beférdern und somit einen Beitrag zur Gewasserbellftung und zur
Durchmischung leisten.

Wenn mittels einer tberschlaglichen Berechnung davon ausgegangen wird, dass
auch in der Tiefe von mehreren Metern noch sauerstoffreiches Wasser vorherrscht
und sich dabei der Volumenstrom des Freistrahls im Bereich von 1,5 bis auf ca.

3,5 m¥/s vergréBert, dann wirde sich bei einem Volumen des Banter Sees
Wilhelmshaven von 11,5-10° m3 /7/ fiir zwei Freistrahlanlagen folgender Zeitbereich
ergeben:

1=V (43)
\')
11,5-106 m?3
2.(1,5...3,5) m3/s-3600 s/ h
t=1064,8....456,3 h = 44,3....19 Tage

Dieser Zeitbereich von 19 bis 44 Tagen besagt, dass das gesamte Seewasser
innerhalb von dieser Zeit mit sauerstoffreichem Wasser in Kontakt getreten ist und
sich mit Sauerstoff anreichern konnte.
Bei isothermen Bedingungen stellt diese Zeit somit auch die Wirkungszeit der
Freistrahlanalgen im Banter See dar, d.h. eine kurzfristigere Wirkung auf die vertikale
Temperaturdifferenz innerhalb weniger Tage ist daher nicht denkbar (vergl. Bild 3).
o Isotherme Bedingungen im Gewasser kdnnen sich sowohl in den Wintermonaten
einstellen als auch in den Sommermonaten dann, wenn durch Starkwindereignisse
eine Durchmischung des Gewassers und damit ein vertikaler Temperaturausgleich
stattfindet, der von der Wasseroberflache ausgeht oder wenn sich in einer
sommerlichen Kaltwetterperiode durch die fehlende Sonneneinstrahlung keine
vertikalen Temperaturgradienten ausbilden.
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o Bei einer vertikalen Temperaturdifferenz um 5 K ist fir den Freistrahl eine
ausgepragte Bahnkurve im Gewasser zu erwarten. Bei einem Anstellwinkel des
Leitrohres von 30 ° zur Senkrechten kann bestenfalls eine Tiefenlage von nur -8 m
und die horizontale Weite um die 12 m erreicht werden. Der Freistrahl steigt wieder
zur Wasseroberflache auf.

Wird der Anstellwinkel des Leitrohres wie im Fall der Freistrahlanlagen im Banter See
Wilhelmshaven auf 60 ° vergrdBert, dann verlauft die Bahnkurve flacher und die
erreichbare Tiefenlage betragt nur noch ca. -4,5 m, wobei sich aber die horizontale
Weite verlangert. Der Anstellwinkel des Leitrohres sollte daher bei 30 ° zur
Senkrechten betragen.

Bei einer vertikalen Temperaturdifferenz von 5 K, kénnen Freistrahlanlagen keinen
Beitrag zur Bellftung und zur Durchmischung von Tiefenwasser eines Gewassers
leisten. Das ist erst dann wieder mdglich, wenn zuvor Windereignisse fir isotherme
Bedingungen im Gewasser gesorgt haben.

o Eine LeistungsvergréBerung der Freistrahlanlage um den Faktor F = 4 erbringt keine
wesentliche VergréBerung der Eindringtiefe des Freistrahls in das Gewasser, wenn
der Winkel des Leitrohres der Anlage mit 60° zur Senkrechten betragt. Die
Eindringtiefe erhéht sich dabei lediglich auf -5,5 m.

o Die Freistrahlausbreitung hinsichtlich seiner Tiefe und seiner Weite in einem
Gewasser verringert sich, wenn von realen strdmungskinetischen Bedingungen
fir das Ansaugen turbulenten Umgebungswassers in den Freistrahl ausgegangen
wird. Diese realen Bedingungen lassen sich durch die empirische Konstante der
dynamischen Viskositat K, >> 1 sehr leicht in die Modellkonzeption einarbeiten. Erst
durch strémungskinetische Messungen am Freistrahl kann diese Konstante bestimmt
werden (Folgearbeit).

o FOr sdmtliche Berechnungen wurde die Energiedissipation vernachlassigt, so dass
alle erhaltenen Zahlenwerte aus den Berechnungen flr die Ausbildung der
Bahnkurven als Maximalwerte angesehen werden kénnen, die in der Praxis eher
kleiner ausfallen.

9. Zusammenfassung

Seit Jahren sind Freistrahlanlagen zur GewasserbelUftung im Einsatz und es ist sehr
wichtig, dass mittels mathematisch-physikalischer Modelle Vorausberechnungen zur
Wirkung des Freistrahls im Gewasser vorgenommen werden. Dadurch lassen sich die
Risiken und der Nutzen beim Betrieb solcher Anlagen besser einschéatzen.
Bisherige Literaturmodelle beziehen sich jedoch nur auf isotherme
Gewasserbedingungen, und es war daher nur mdglich, fir diesen Sonderfall eine
lineare Freistrahlausbreitung zu berechnen.

In der vorliegenden theoretischen Arbeit zur Freistrahlausbreitung werden auf der
Grundlage der Impulsstrombilanz vertikale Temperaturdnderungen in einem Gewasser
dahingehend bertcksichtigt, dass der daraus folgende Auftrieb/Abtrieb den Freistrahl
in eine Bahnkurven auslenkt.
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Dadurch schrankt sich die Ausbreitung des Freistrahls fir die Tiefe, aber auch fir die
horizontale Weite ein, was das Ziel der Gewasserbellftung und -durchmischung fr
diese Félle infrage stellen kann.

Die Bearbeitung der mathematisch-physikalischen Modellkonzeption wird mit einem
abschnittsweisen Approximationsverfahren fir einzelne Bilanzgebiete unter
Einbeziehung von grafischen L6sungen vorgenommen, so dass mit ca. 20 verwendeter
Bilanzgebieten von je 1 m L&nge die Bahnkurve gut nachgebildet werden kann.

In mehreren Beispielen werden verschiedene Bahnkurven berechnet und diskutiert.
Dabei zeigte es sich, dass bei einer gewahlten vertikalen Temperaturdifferenz im
Gewasser von 5 K, einem Anstellwinkel des Leitrohres der Freistrahlanlage von 30 °
zur Senkrechten und den weiteren Annahmen die Bahnkurve einen unteren
Umkehrpunkt bei der Tiefe von ca. -8 m aufweist, die horizontale Ausbreitung bei ca. 12
m begrenzt ist und der Freistrahl die Wasseroberflache wieder erreicht.

Im isothermen Fall des Gewassers dagegen stellt sich ein linearer Freistrahl ein und es
werden sehr tiefe Ebenen des Gewassers erreicht.

Die Bericksichtigung von einer empirischen Konstante fiir die turbulente dynamische
Viskositat, die bei der reibungsbedingten Wasseransaugung Uber die Flanken des
Freistrahls eine wichtige Rolle spielt zeigt, dass sich die Freistrahlausbreitung im
Gewasser reduziert, je groBer diese ist. Solch eine empirische Konstante muss Uber
strdmungskinetische Untersuchungen gemessen werden, was einer Folgearbeit
vorbehalten sein soll.

Wird der Anstellwinkel des Leitrohres zur Senkrechten auf 60 °vergrdBert, halbiert sich
die Wirkungstiefe des Freistrahls auf ca. -4,5 m, die auch bei einer Vervierfachung der
elektrischen Leistung auf nur -5,5 m wieder vergréBert werden kann.

Daher kann geschlussfolgert werden, dass eine Freistrahlanlagen nur dann in der Lage
ist, einen eigenen Beitrag zur Belliftung auch in den tiefen Ebenen des Gewassers zu
leisten, wenn isotherme Bedingungen vorliegen.

Die berechneten Freistrahlausbreitungen stellen wegen der Vernachlassigung der
Energiedissipation Maximalwerte dar, die in der Praxis eher kleiner ausfallen werden
und daher als Richtwerte dienen kénnen.

Eine direkte Uberpriifung der Ergebnisse zur Freistrahlausbreitung an Hand des
Anwendungsfalles Banter See Wilhelmshaven, ist wegen fehlender Messdaten nicht
maoglich. Die Wirkung der Freistrahlanlagen auf das Gewéasser im Zusammenhang mit
dem Wettergeschehen wird in einer Folgearbeit behandelt.
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10. Symbolverzeichnis

Symbole

A Flache m?2
a Beschleunigung m/s?
a* Beschleunigungsanteil aus der Linearbewegung m/s?
a™ Beschleunigungsanteil aus dem Auftrieb/Abtrieb m/s?
c Geschwindigkeit m/s
d Durchmesser m

F Kraft N

F Faktor der elektrischen Leistung -

g Erdbeschleunigung m/s?
i Impulsstrom N

K, strémungskinetische Konstante -

l, Lange eines Bilanzgebietes m
lr Lange des Leitrohres der Freistrahlanlage m

m Masse kg
m Massenstrom kg/s
P Momentanleistung kW
r Radius m
Re REYNOLDS-Zahl -

S Weg m

T Temperatur °C

t Zeit S

u spezifische innere Energie J/kg
\Y Volumen m3
v Volumenstrom m3/s
X Strecke des Freistrahles m

y Tiefenlage des Gewassers m

X, ¥ x- ,y-Koordinaten

griechische Symbole

a Neigungswinkel der Freistrahlflanken °

B Neigung der Freistrahlanlage zur Senkrechten °

Y Neigung der Freistrahlanlage zur Waagerechten °

A Differenz -

€ Neigungswinkel der vertikalen Temperaturfunktion °

n dynamische Viskositat Pas
p Dichte kg/m3
T Schubspannung N/m?2
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Indices unten
a, b, ges Masse a, b, gesamt

M Mantel des Zylinders

R Reibung

wW, kW, W warmes Wasser, kaltes Wasser, Wasser
max maximal

0,1,2,,IL11l,...axiale Grenzen der Bilanzgebiete

1,2 Lésungen einer quadratischen Gleichung
X, Y in x-, y-Richtung

a,G, 1, A auf die Beschleunigung der Bewegung, Erdbeschleunigung, Reibung,
Auftrieb bezogen

Indices oben
Mittelwert
Vektor

x| I
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12. Anhang

12.1. Datei: “Modellrechnung Freistrahlanlage 12 30grad-s.mcdx” vom

19.02.2012) S. 1-7

Pral. D B, Winkter, Jade Hockischoks

Modellrechinung Freisirabianlsge 12 30grad-s.maodt, 15.02.2012

1. Berechnung dsr Austrittsgeschwindigksit aus der Freistrahlanlags

Modellrechnung Freistrahlanlags 12

[Impulstrombilanz zwischen 1 wnd 27

- elektrische Leistung:

- elektr.-Fydraul. Wirkungsgrad:

- hydraulische Leistung:

- Temperatur des Oberflichenwassers in oC:

- Dichta des Obarflachemvassers:

- Temperabur des Was

- Dichta des Wassers,

- Leitrohrradius:

sars, Tiafe

Tiefz 10 m:

10 m:

- Meigungswinkal der Abstrémung won der
Anlage (von der Waagerechben):

- Bustrittegeschwindighksit:

-- x-Komponente der Geschwindigkeit:

20000 - W5

Ib:-lr't!." :
=107

f.n_l.ll'lr-'m."' P ofepar 17

r!"_.“_-"] =200

0.007 - { Ty

0.007 - (T —4) -

.2 kg
-1.:. = -
e

kg

e

grad

grad

rad

P = (1.4 107) W
T oopn =20
K
P = 100,072 °9
|;:I'J'I::‘
- - q
Py =098.18 =9
TTE
Tin= =15
o kg
Pz = 000,072, =9
ft
Prw=1999.125 =2
7L
ro:=IL7-m
B qrai= 30
B graa =30
A, i:lumd-rr
™ L&D
A, —=0.524
= Frui
Prashl2 = Pl
cat - I|| I‘h_ur]r-un.ﬂ _
Pz T=Tg
ez =0.969 ™
&8

o t= g = HiN I:..'".fu:]

- m
=[048G5
II.:
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-- y-Kompenentz der Geschwindighkeit: Ly 7= » COS (342)
.. T
Ty = (.84
&
- Kinstische Konstants der dynamischen Viskositat: K,=1
- Dynamische Viskositit des
Oberflachemeassars:
L7085 10" K 5
Mewn P SEALE N
14+3.6=10 " Tipp+ 18510 " Tiyn”
. . kg
Mo = (1.0006« 10
EWn \ ! —
- Tiefenlage des Rohreinlaufes: Uy L4-m be=0-m x =1
,=0m
- Abschnittslangs (Lange des Rohres): Ip=15-m
-- x-Komponenta: Iy :=lp-5sin (:;':fu::-
-t-_|z [].?5 7t 1:2-' I'_'?:

-- y-Kompenentz (Tiefenlage]):
Y= —lg-cos(f9) +u,

o= 2.600 m

- Flankenwinkel des Strémungsgebistes, = 15 - deg
des Freistrahles, Kegelstumpf:

2. Berechnung der Bahnkurve des Freistrahles Gber sinzelne Abschnitte der Lange

I = 1 m; Stromungsgehiete I, IT, ITL IV, ... ;

+ Impulsstrombilanz mit Reibung an den Zvlinderflanken, mit Schwerkraft und Auftrieb

+ schrage Wirkungsrichtung, B = 30 grad von der Senkrechten
+ Zylinder als Strémungsoehist des Freistrahls
+ Kinetische Konstante der dynamischen Viskositét K1 = 1

+ Temperatur im Freistrahl und im umgebenden Wasser variabel

- Lange der Abschnitte: l:=1-m
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- Winkel der vertikalen Temperaturfunktion:
£ graa = 26.565  grad

o Cgrad™ T
T 180
£ g = 0464 rad

£ —Emy

- Temperatur des Wassers in der Tiefe 1 in °C, Rohreintritt:
-- kaltes Wassar:

. | 1
Trwe:=Tywo— 1y - tan (£ -
m

—

Ty — 2.

- Dichte des Wassers in der Tiefe, Rohreinkritt:
-- kaltes Wassar: -- warmes Wasser:

P = Pl Pown = Py

ok k
Py = 90818 7 P = 9IB18E
i T

- Temperatur des Wassers in der Tiefe 2 in °C, Rohraustritt:
- kaltes Wassar: -- warmes Wassar:

Y, ——2.699 m T w1 = Tomm

. ! 1 . e
Tewe=Tywo+ Y2+ tan|c |- - Twwz = Tuatiny
Tegs = 18,65 T s =20

- Dichte des Wassers in der Tiefe, Rohrawstritt:
-- kaltes Wassar: -- warmes Wasser:

E 2 K
Oewer = 099,972 . f} 0007 - {Tywe -1:| - J Pt == P
T.I'i-'l m?
Prowz = DO8.47 kﬁ.r P = WOE 18 f‘g_
m* m*
- Dynamizsche Viskositat des kaltan Wasszers:
Tlewez = Tewn
- Velumen- und Impulsstrom:
Vyi=1rery’-cy [ PECT A o T
3
Vy,=1.492 ™ 1= (1.444.10%) N I,=I,
. V,=V
1 2
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L. Abschnitt:
- Radius nach der Lingea I: Tra=tan (o) -m 4 7
T =10.968 m
-- Winkel der Abstrémung von 3;:=30.32_.34 grad
der Senkrachten (Variation):
aa, () =
A (Pr) = 120
0.524
A8y (8r) = | 0.550 rad
' 0.503
- Madeall, Quadratischa Gleichung:
-- Berechnung mit Lésungsformel:
_ Zemeel Thew
|:T|I'_Tj:| 'T;! Pl
v 0L
p=(5.50.10"%)
A
F y 2
. T T . 1]
Zx (Br) .-:[ L.l N e - gL cos {85 (3))) 7 ="0.807
\ Pz Ty ) ]

) 2ergeloca Twan (T2} . \
q (.l‘fr} = = - -f:-;J — T {.‘.‘J;_j

I{]"]'—'I'"-g}-'l"_f: P Ty
[—0.4002] -
~ L T
q () = | —0.4003 | =
04003 8
: —p e .
STGNES + —q(3
TN
e () = | 07002
oronz | #

- ®-Komponsnte:

Cpz (B} == (Fy) - sin (38, (3y)) b (By) ==1-5in (85, (3)))
0.35 0.5
. m
crz () = 0.371 e () =[053 |m
0.302| * 0.550
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2

- p = () — €y, . T
-- Werzbgerung: iy {3, = == =045k
Ix ﬂll' .i'} 2 . E_h_ ﬂll:".rr:l s o ] -
—(.112
age (Br) = —0.092] — Verzigerung
0073 %
) Cr .:'ri:l;j —Cyy
-- Zait: Ly (B) = -
I :] My {-‘I'-"I_:l
120
b ()= 1.24 | s
1.28
- yv-Komponsnte: nach unten
g () =y (Fy) - cos (35, (5;)) by (By) == 1- cos (85, (4;))
(.60 =i 0.866
ery(Br) =] 0.504 Uy (F1) = | 0.848 | m
058 | 8 0.829
Oy b3 3—ur:- *
-- Verzbgerung 1: Wiy {.f'-‘f:l = lrll{'L f} - -Jy
2-Iyy (B1) £y =0.84 T
.-‘Ey s 3
—L 195 -
gy (By) =| —0.208 | — Verzogerung
—N222| #
o
-- Werzogerung 2: Dpyz = (' - H'”] *(—4)
-"-"wmwu entogegen der
gy = 0.003 — Erdbeschlzunigung
a° (nach oben)
-- Werzogerung gesamit:
gy (B1) =gy () + g (-) = (<«0) - (>0)
—(0.192 -
agy (Br) = —0.205 ] — Verzigerung
-0.219| %
Cry (Br) —Cay
- Zait: Lay (1) =
gy (B1)
1.22]
1.18

-5~
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- graphische Darstellung der Zeit vom Winkel der Abstrémung:

L] W2
1
L3
L3
1=
124
L3 '[j'_r I:Hj'} [.‘5]:
133
13 ) = Liy I:HI} ["]
L T —_
Lis T _
118 -
W 1 i 1 1 ¥l G RN A 1 "
Ay

Brgrag == 30.62 grad ty==1.21-8

gl | Bigrad = T

S TTY

Arrag=0.534 rad

- Winkel d=r Absbrdmung: Br=8r

- Gaschwindigkeit beim Winkal der Abstromung:

: z
' T ,
IT: []. -'5'1.1-1-"2].( ?] .ﬂ.f.:'(p_l;,ilﬂr':.

Puwz] \Ti1 '

2eryeloCy Twn [} o
J=— : 32_ Tewz [ 3] ey —aw
|:.T! s TJ:] .TI F"IW! T‘_f
3
g=—040 "
)
! _ :
B P
“ (_2 4\/[2) q]
T
cy=0.70
5
-- x-Komiponents:
€= Cp=sin (&) L= 1 -sin ()
m
Cre = 0L35T L = 0509 m

L
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-- y-Komponente:

Cpyi=Cp=cos (G) Iy ==1+cos {.':I;:]
vy, TR -
Ciy (.60 . EJ'B' (L5261 m
- Tiefenlage fir den Auwslauf des Abschnittes: - Horizontale Enternuna:
W= — iy Ep=Tz+ b
y=—3.56 m ;= 1.259 m

- Temperatur des warmen Wassers fir den Austritt aus dem &Abschnitt in 2C:

2 &l 1 2 i | 1
Ty« Pz * Ty + 3 (ry 41y — 2.1y }'ﬂth'TL-we
Ty II
%« P + - (e 4T ra— 272" - s

Ty =19.593
- Temperatur des kalten Wassers fir den Austritt aus dem Abschnitt in 2C:

- L I
iy == Twwo+ Yy~ tan(£) -
m
Tewr=18.22
- Dichte des warmen Wassers fir den Austritt aus dem &bschnittes:

| -
P ‘-i"-i'-l-ﬂ*rz-:ﬂ 0007 « (T iy —4) - :.

ka

oy = IR 2T :
=

- Dichte des kalten Wassers fir den Austritt aus dem Abschinitt:

Z
Py == HHLO72 . k‘? 0.007 « (T —4) - kq-
||'_I'kH,-|r r“.ﬁ_:n? g;
m

- Dynamische Viskositat des kalten Wassars:

1705« 10 K, T
Mewr : , a3
] k {_!.: - lt] = - T‘.’H.I' ‘I I E"Elrl = ] [] - -TL.WJ-"

kg

Tewr = (1.0452.107%)
m-5

- Volumen- uned Impulsstrom: T T
Vie=m-r -y Iy =P =T =y
3

T -
V;=2.061 I=(1.44-10") N
8
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12.2. Datei: “Modellrechnung Freistrahlanlage 12 30grad-s.mcdx” vom

19.02.2012) S. 45
03 m
Aype [ﬁx :} 0,003 . Verzigerung
0004 | #
Cxre {Bxr) — Cxx
- Zait: Ly; _|{_II-'-'_1;;]| — R
- Az (Bxy)
53T
Lxre (Bxr) '1 34| =
5.31
- v-Komponente: nach oben
Cxry (Bar) =cx1 (Bxr) - cos (88x1 (Bx1)) Lxry (Bxi) = U~ cos {88x (Bxi))
o.037] [ D208 (-):
Cxiy '::-"jxr}l = | —(L043 EE [.':?KIE | 242 | e nach
n.oq9 | F - |-o027e oben!
(Brr) —exy’
' Cxm \Pxr) —Cay m
-- Werzdgerung 1: Axrgn | Par) =, Ly Cory — (LO0E
’ ) 2= || Ly (Baca) | . 8
.00 .
gy (Bag) = [ 0.004 | — Beschleunigung
onng| S
. Prwx
-- Verzdgerung 2: oy | [
'”--“X entgegen der
Oy pyz 0.003 ™ - Erdbeschleunigung
8 (nach oben!)

-- Werzdgerung gesamt: Dy |:.f'-‘_w::|-'- LU YT {Hx.r] t ypya

0.006
Ay (Bxs) = | 0.007 ‘;"' Beschleunigung
0.007 | 4

|exey (Bxs)|| —cxy

— Tt Larry (Bxr) = = WVaorzeichenweachssal!
Qery (Bxr)
1.51
Lxpy (Bxr) =|5.32| s
5.7
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