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Einfiihrung

Liebe Kursteilnehmerin, lieber Kursteilnehmer,

hiermit begriilen wir Sie herzlich zu dem vorliegenden Studienvorberei-
tungskurs in Mathematik.

Erfahrungsgeméf sind die meisten Studienanfingerinnen und Studien-
anfanger vom geforderten mathematischen Eingangsniveau iiberrascht.
Nicht nur in den Mathematikvorlesungen, sondern gerade auch in einem
wirtschaftswissenschaftlichen Studium werden mathematische Grundla-
gen bendtigt, die Bestandteil der Lehrplane sowohl der Fachoberschulen
als auch der Gymnasien sind. In der Praxis sind diese Kenntnisse jedoch
oft nicht (mehr) bzw. nur liickenhaft vorhanden. Die Folge sind dann
erhebliche Startprobleme oder gar der Abbruch des Studiums.

Ziel des Kurses

Mit dem vorliegenden Kurs wollen wir Thnen die Moglichkeit eroffnen,
Thre Kenntnisse aus der Schulmathematik aufzufrischen und evtl. vor-
handene Liicken zu schliefen. Daher mochten wir Thnen einerseits einen
Eindruck davon verschaffen, iiber welche Kenntnisse Sie zu Studienbe-
ginn verfiigen sollten; andererseits bieten wir Thnen den vorliegenden
Text als Grundlage an, diese Kenntnisse zu erarbeiten. Doch: Auf wel-
che Weise Sie sich das Wissen aneignen, ist vollig unerheblich. Kein Text
ist fiir alle Leserinnen und Leser gleich gut geeignet. Natiirlich freuen
wir uns, wenn IThnen unsere Art der Darstellung gefiillt; wenn Sie aber
lieber auf Ihr altes Schulbuch zuriickgreifen, andere Literatur heranzie-
hen, Bekannte fragen, o. a., dann ist das selbstversténdlich genauso gut.

Aufbau des Kurses

Dieser Kurs besteht aus einem Lehrtext, der sich aus fnf Teilen zusam-
mensetzt:

Teil A
0. Mengen und ihre verschiedenen Darstellungen

1. Elementare Umformungsregeln zum Lésen von Gleichungen

2. Potenz- und Wurzelrechnung,
Exponentialgleichungen und Logarithmen, Trigonometrie

Teil B

3. Elementare Funktionen

4. Vektoren und Lineare Gleichungssysteme



Zu Beginn jedes Abschnittes geben wir Thnen einen kurzen Inhaltsiiber-
blick. Dann werden die eigentlichen mathematischen Inhalte dieses Kur-
ses wie folgt behandelt: Wir stellen die jeweiligen mathematischen Be-
griffe und Verfahren (in der Regel anhand eines einfachen Anwendungs-
beispiels) vor. Der Text enthilt zahlreiche Aufgaben, die Thnen sowohl
zur Ubung als auch zur Selbstkontrolle dienen. Wie Sie sehen werden,
handelt es sich dabei um Aufgaben unterschiedlichen Typs: in einigen
wird nur eine Rechentechnik eingeiibt, andere verlangen die Ubertragung
der Verfahren auf andere Situationen, und in manchen Aufgaben werden
zusitzliche mathematische Inhalte angesprochen. Nutzen Sie die Gele-
genheit, einen , Blick* fiir das jeweils addquate Vorgehen zu entwickeln!
Wenn Sie etwa im spéteren Studium beispielsweise die Funktion f mit
der Funktionsvorschrift "”ij%g ableiten sollen, miissen Sie sofort ,,sehen®,
daf} dieser Bruch (fiir 2 # —7) zu (x — 7) vereinfacht werden kann, ohne
daf} Sie auf diese Moglichkeit hingewiesen werden oder lange nachdenken
miissen. Zu allen Aufgaben finden Sie Losungen am Schlufl des Heftes
(auf den farbigen Seiten).

Begleitveranstaltung

Der Kurs ist als Selbststudienkurs konzipiert; dennoch sind wir der Auf-
fassung, dal Kommunikation ein wichtiger Bestandteil jedes Lernpro-
zesses sein sollte. Wir bieten Ihnen daher Veranstaltungen an, bei denen
Fragen zum Stoff gekliart und zusétzliche Aufgaben bearbeitet werden
konnen.



Bevor wir mit dem n#chsten Abschnitt beginnen, geben wir zunéchst
die mit diesem Kapitel angestrebten Lernziele an:

Lernziele zum Kapitel 0 ,,Mengen und ihre verschiedenen
Darstellungen*

Nach dem Bearbeiten dieses Kapitels sollten Sie

mit Symbolen aus der Mengenlehre wvertraut sein, die eine formal
mathematische Ausdrucksweise ermdglichen.

Insbesondere sollen Sie

- die werschiedenen Darstellungsmaglichkeiten einer Menge ken-
nen: die aufzihlende, die beschreibende und die zeichnerische
Darstellung,

- die Vereinigungsmenge, die Schnittmenge und die Differenzmenge
(beziiglich zweier und dreier Mengen) im Mengendiagramm ver-
anschaulichen kionnen, diese Mengen in der formalen mathemati-
schen Schreibweise angeben und bestimmen kénnen und

- die Begriffe Teilmenge und leere Menge wie die Bezeichnungen
der wichtigsten Zahlenmengen (Menge der natiirlichen, ganzen,
rationalen und reellen Zahlen) und die Beschreibung von Men-
gen durch Intervalle (abgeschlossenes, offenes und halboffenes
Intervall) kennen wund die entsprechenden Symbole angeben
konnen.




0 Mengen und ihre verschiedenen Darstellun-
gen

In diesem Kapitel lernen Sie wverschiedene Mdglichkeiten kennen,
Mengen darzustellen. Diese sind die aufzihlende Darstellung, die
zeichnerische Darstellung in Diagrammen, die beschreibende Darstel-
lung, die Darstellung mit Hilfe von Mengen und die Intervalldarstel-
lung.

Beispiel:

Im folgenden Kapitel (1.2 Bruchrechnung) behandeln wir unter ande-
rem Bruchrechnung. In einer Aufgabe (Aufgabe 20) soll der Bruch %%g
so weit wie moglich gekiirzt werden.

Losung:

Zu diesem Zweck ist der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen 156 und
234 zu ermitteln.

Zunéchst betrachten wir die Teiler von 156. Es sind: 1, 2, 3, 4, 6, 12,
13,26, 39, 52, 78 und 156.

Zur Darstellung von , kleinen Mengen“ wie dieser bietet sich die soge-
nannte aufzéhlende Darstellung an. Die Menge der Teiler von 156 kann
z. B. wie folgt aufgeschrieben werden:

{1,2,3,4,6,12, 13,26, 39,52, 78, 156 }
(gelesen: Mengenklammer auf eins zwei drei vier sechs zwolf
dreizehn sechsundzwanzig neununddreiflig zweiundfiinfzig

sechsundsiebzig hundertsechsundfiinfzig Mengenklammer zu)

Zwischen zwei geschweiften Klammern (,,Mengenklammern*) wird also
aufgefiithrt, wer zu der Menge gehort, oder, wie man auch sagt, was die
Elemente der Menge sind.

So ist also z. B. 3 ein Element der Menge der Teiler von 156.

Um Platz zu sparen, werden wir jetzt noch einige abkiirzende Schreib-
weisen vereinbaren. Es ist iiblich, Mengen mit groflen Buchstaben zu
bezeichnen. Wenn wir z. B. fiir die Menge der Teiler von 156 den nahelie-
genden und gebrauchlichen Buchstaben T" wihlen, konnen wir festlegen:

T={1,2,3,4,6,12,13,26,39, 52, 78, 156 } .

Als weitere Abkiirzung werden wir im folgenden die Formulierung ,,ist
ein Element von* durch das Symbol , €% ersetzen. Mit

3¢ T

(gelesen: Drei ist Element von T)

ist also gemeint, dafl 3 zur Menge der Teiler von 156 gehort.

aufziahlende
Darstellung

{}

Element



beschreibende
Darstellung

|
Variable

zeichnerische
Darstellung

Mengendiagramm
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Auch der Fall, dal jemand oder etwas nicht zu einer Menge gehort, 148t
sich mit einem Symbol ausdriicken:

5¢ T

(gelesen: Fiinf ist nicht Element von T)

besagt, dafl 5 nicht zur Menge der Teiler von 156 gehort.

Nun ist die aufzéhlende Darstellung fiir die Mengen, um die es in der
Mathematik geht (ndmlich zum Beispiel die Menge aller Vielfachen von 7
oder die Menge der rationalen Zahlen), offenbar entschieden zu aufwen-
dig bzw. auch {iberhaupt nicht moglich. Bei solch groffen Mengen ist es
giinstiger, auf die sogenannte beschreibende Darstellung zuriickzugrei-
fen, d. h. die Menge durch die Angabe von Eigenschaften der Elemente
festzulegen:

Fiir eine Festlegung der Menge aller Teiler von 156 liegt die folgende
mathematisch formale Schreibweise nahe:

{z | = ist Teiler von 156 }
(gelesen: Die Menge aller x, fiir die gilt

x ist Teiler von 156)

Zwischen den beiden Mengenklammern werden die Elemente der Menge
hier nicht einzeln aufgefiihrt; stellvertretend fiir a 11 e Elemente wird

e i n Platzhalter (x), i.a. als Variable bezeichnet, verwendet. Der senk-
rechte Strich (|) hinter der Variablen symbolisiert den Beginn der ,Be-
schreibung® der Elemente.

Abschlieflend wollen wir noch darauf hinweisen, dafl man Mengen auch
zeichnerisch darstellen kann, ndmlich mit Hilfe von Mengendiagrammen.
So kann man z. B. die Menge T zeichnerisch darstellen, indem man einen
Kreis, ein Ei o. 4. zeichnet und die einzelnen Elemente hineinschreibt:

Abb.1.1 Mengendiagramm



Durch eine solche Darstellung hat man aber nichts gewonnen und viel
Platz verloren. Niitzlich wird die Verwendung von Mengendiagrammen
erst, wenn man mindestens zwei Mengen in einer Zeichnung veranschau-
lichen will. Wir wenden uns wieder unserem eingangs dargestellten Bei-
spiel zu:

Wir betrachten nun auch die Teiler von 234. Es sind: 1, 2, 3, 6, 9, 13,
18, 26, 39, 78, 117 und 234.

Um die genannten beiden Teilermengen nun leicht voneinander unter-
scheiden zu koénnen, bezeichnen wir diese mit der folgenden {iblichen
Symbolik:

Tosgs ={1,2,3,6,9, 13,18, 26,39, 78, 117, 234 },

Tise=9{1,2,3,4,6,12,13,26, 39, 52, 78, 156 } .

Jetzt konnen wir die Mengen Ti56 und Th34 in einer gemeinsamen Zei-
chung darstellen:

Abb.1.2 Diagramm zweier Mengen

Es ist jetzt recht anschaulich, wie sich die beiden Mengen iiberlappen.
Im folgenden werden Sie erfahren, wie niitzlich Mengendiagramme zur
Veranschaulichung beim ,, Rechnen mit Mengen* sind.

Aufgabe 1

Welche der folgenden Behauptungen sind wahr?
a) 1 e Tis ,

b) 12 € T234 s

C) 14 ¢ T156 5

d) 26 ¢ Thay .



Schnittmenge
N

Vereinigungsmenge

U

8 0 MENGEN

Fiir die Losung der zu Beginn dieses Kapitels gestellten Aufgabe sind ja
die gemeinsamen Teiler von 156 und 234 zu betrachten.

Dazu verwenden wir das in Abb.1.2 dargestellte ,,Diagramm zweier Men-
gen“ und heben das entsprechende Segment hervor. Die durch diesen
schraffierten Bereich dargestellte Menge wird als Schnittmenge von 756
und Thzy oder ,,Ti56 N To34“ (gelesen: Teilermenge von 156 geschnitten Teiler-
menge von 234) bezeichnet. Zur Schnittmenge gehoren also alle Elemente,
die sowohl zu 1756 als auch zu Th34 gehoren, d. h. alle Zahlen, die sowohl
Teiler von 156 als auch Teiler von 234 sind.

R34

Abb.1.3 Schnittmenge der Mengen Ti56 und Ta34

Mathematisch formal 148t sich schreiben:

Tis56 NTosy = {1,2,3,6, 13,26, 39, 78}

Der grofite gemeinsame Teiler 168t sich nun ablesen: ggt(156, 234) = 78
Damit ist das eingangs gestellte Problem glost.

Um den angesprochenen Sachverhalt mathematisch vollsténdig zu be-
schreiben, fehlen jetzt nur noch die beiden wichtigen Begriffe , Verei-
nigungsmenge“ und ,Differenzmenge®, die wir im folgenden ebenfalls
kldren wollen.

Die Menge der Teiler von 156 oder 234 entspricht offenbar dem in der
Abbildung 1.4 schraffierten Gebiet.

Diese Menge wird als die Vereinigungsmenge von 7156 und Th34 oder
als . Ths6 U To34" 1 (gelesen: Teilermenge von 156 vereinigt Teilermenge von 234)
bezeichnet. Zur Menge Tis6 U 1534 gehoren also alle Elemente, die zu
T56 oder zu Th3y (oder zu beiden) gehoren.

'Es kann eine niitzliche Gedankenstiitze sein, wenn Sie dieses Zeichen als einen
Topf interpretieren, in den alles hineingeworfen wird.



Abb.1.4 Vereinigungsmenge der Mengen T'56 und Th34

Zur Differenzmenge von Ti56 und Th3g ,Th56 \ T34 (gelesen: Teilermenge Differenzmenge
von 156 ohne Teilermenge von 234) gehoren alle Elemente \

Abb.1.5 Differenzmenge ,,T156 ohne T34

von Ti56, die nicht zu Ths4 gehoren, mit anderen Worten: Zu Ti56 \ Ths4
gehoren alle Teiler von 156, die nicht Teiler von 234 gehéren.

Wenn Sie jetzt die vier folgenden Skizzen noch einmal im Zusammenhang
betrachten, kénnen Sie erkennen,
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daf sich die Menge T'56 U Th34 als Vereinigung aus den anderen Mengen
zusammensetzen lift, ohne dal Uberschneidungen auftreten.?

Aufgabe 2

Stellen Sie die Teilermengen Tg4 und Tyg in einem Mengendiagramm dar.

Aufgabe 3

Geben Sie in aufzidhlender Darstellung an:
a) Tsgs4 N Ty
b) Tyo \ Txa

Aufgabe 4

Geben Sie in aufzihlender Darstellung an (Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst

die Ausdriicke in den Klammern):

a) (Tsa NToo) \ {1, 4,13}

b) (Tsa UToo) N{ 1,4, 13}

¢) Too N (Tsa U Tyo)

d) ( (Tsa \ Too) U (Too \ Ts4) ) N To

Damit dieses Kapitel die Funktion erfiillt, eine im Hinblick auf ein wirt-
schaftswissenschaftliches Studium einigermaflen vollstéindige Einfithrung
in die Sprache der Mengenlehre zu geben, werden wir jetzt noch die
Begriffe ,, Teilmenge“ und ,leere Menge“ einfithren. Auflerdem haben
wir uns bislang auf die Darstellung endlicher Mengen beschrinkt. Fiir
die Darstellung von Teilmengen reeller Zahlen lernen Sie die Intervall-
schreibweise kennen, die sich durch ihre Ubersichtlichkeit auszeichnet.

e Eine Menge X heifit Teilmenge einer Menge Y, wenn alle Ele-
mente von X auch zu Y gehoren. So ist z. B. die Menge T52 (=
{1, 2,4, 13, 26, 52 }) offensichtlich eine Teilmenge der Menge
Ts6:

Abb.1.7 Diagramm der Menge T52 und 7156

2Derartige Mengen werden auch als ,,paarweise disjunkt* bezeichnet.

Teilmenge



leere Menge

natiirliche Zahlen
N

ganze Zahlen
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Abkiirzend schreibt man auch ,T52 C T156“ (gelesen: Teilermenge von

52 ist Teilmenge von der Teilermenge von 156). 3

Die sogenannte leere Menge ist eine Menge, die gar kein Element
enthélt. Dies klingt sicher sehr theoretisch und konstruiert, kann
aber durchaus praktisch interpretiert werden. Betrachten Sie z. B.
die Menge aller geraden Zahlen (2, 4, 6 ,... ) und Menge der
ungeraden Zahlen (1, 3, 5, ... ). Offensichtlich ist eine gera-
de Zahl nicht ungerade und es gibt auch keine ungerade Zahl die
gerade ist. Bezeichnen wir die Menge der geraden Zahlen mit G
und die Menge der ungeraden Zahlen mit U, dann bedeutet die-
ser Sachverhalt, daf3 die Menge G N U kein Element enthélt, also
die leere Menge ist. Man schreibt dafiir auch ,G N U = {}* oder
,GNU = ()« (gelesen: G geschnitten U ist gleich der leeren Menge).

Abschlielend wollen wir Thnen noch eine Reihe von wichtigen Zah-
lenmengen vorstellen.

— Historisch haben sich zunéchst die heute sogenannten natiirli-
chen Zahlen entwickelt, also 1, 2, 3, 4 usw.. Fiir die Menge
dieser Zahlen schreibt man abkiirzend auch , N “:

N=1{1234,..}.

— Unter ganzen Zahlen versteht man iiber die natiirlichen Zah-
len hinaus auch noch die Null sowie die negativen Zahlen -1,
-2, -3, -4 usw.. Die ganzen Zahlen lassen sich grafisch dar-
stellen, indem man sie auf einer sogenannten Zahlengeraden
anordnet:

Abkiirzend schreibt man fiir die Menge der ganzen Zahlen
auch Z:

7 ={..-4-3-2-1,0,1,2,34,..} .

3Ubrigens besagt die gerade genannte Festlegung des Begriffes Teilmenge auch,
dafl jede Menge Teilmenge von sich selbst ist.
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— Als rationale Zahlen werden alle Briiche bezeichnet, also alle rationale Zahlen
Zahlen %, wobei p eine ganze Zahl und q eine natiirliche Zahl
(ungleich 0) ist. Fiir die Menge der rationalen Zahlen schreibt
man oft auch ,, Q“. Beachten Sie bitte, dafl z. B. auch -2 zu Q
Q gehort, da -2 = _TQ ist.
— Zur Menge ,R* der reellen Zahlen gehoren alle Zahlen, die reelle Zahlen
sich irgendwo auf der Zahlengeraden anordnen lassen, oder R
anders ausgedriickt: R ist die Menge aller Zahlen auf der
Zahlengeraden. Auf den ersten Blick sollte man meinen, dafl
R und @ identisch sein miiiten. Dies ist aber nicht der Fall.
Im Anhang 2 finden Sie den Nachweis dafiir, daf} z. B. die Zahl
V2 (die natiirlich auf der Zahlengeraden, némlich irgendwo
zwischen 1,4 und 1,5 liegt) nicht als Bruch % dargestellt wer-
den kann, also keine rationale Zahl ist.

— Bestimmte Abschnitte auf der Zahlengeraden lassen sich mit

Hilfe von sogenannten Intervallen angeben. So wird etwa der Intervall
Bereich von -1 bis 2 (einschliellich der Zahlen -1 und 2 selbst)
als abgeschlossenes Intervall von -1 bis 2 bezeichnet, kurz: abgeschlossenes Intervall

»[-1,2]¢. Das Wort ,,abgeschlossen“ bedeutet dabei, dafl die L]
Randpunkte mit zum Intervall gehoren.

Wenn man sich nur fiir den Bereich interessiert, der tatséchlich
zwischen den Zahlen -1 und 2 liegt, (wenn also -1 und 2 selbst
nicht dazu gehoren sollen,) verwendet man statt der eckigen

entweder runde oder nach auflen offene eckige Klammern und ()
spricht vom offenen Intervall von -1 bis 2: ,,(-1,2)“ oder I [
”]_172[“_ offenes Intervall

Wenn ein Randpunkt (z. B. 2) zum Intervall gehoren soll, der

andere (also -1) dagegen nicht, kann man dies mit Hilfe von

halboffenen Intervallen ausdriicken: ,,(-1,2]“ oder ,,]-1,2]“. An halboffenes Intervall
der Seite, wo eine eckige Klammer steht, gehort der Rand-

punkt dazu, an der Seite mit der runden Klammer nicht.

Man kann sogar ,, Abschnitte® der Zahlengeraden als Intervall

aufschreiben, die zu keiner Seite ein Ende haben. So bezeich-

net (1,00) oder |1,00[ (gelesen: das offene Intervall von 1 bis unendlich
unendlich) die Menge aller Zahlen, die groler als 1 sind. o0
| | | | | [——




kleiner als
<
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Entsprechend schreibt man (- oo,1) oder |- 00,1 (gelesen: das
offene Intervall von minus unendlich bis 1) fiir die Menge aller
Zahlen, die kleiner als 1 sind.

] | |
4 -3 -2 -1 0 1 2
Aufgabe 5

Geben Sie die folgenden Mengen in aufzihlender Darstellung an (das

Zeichen ,,<“ bedeutet ,kleiner als“):

a) Ay ={z | (x eN)A (xz <4)}

b) As ={x | (x € Z) A (2 < 5)}

c) As={zx|(zeN)AB<z)A(z<6)}
d) Ay ={z| (z €[L,3])A(z€[3,5])}

Aufgabe 6

Markieren Sie die folgenden Mengen auf einer Zahlengeraden:

Aufgabe 7

W W oLy oo W Wwow
MM MmMmMM MM
N

>~
~— —
—
O

n —
w
N
Il
~
—
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Bevor wir mit dem n#chsten Abschnitt beginnen, geben wir zunéchst
die mit diesem Kapitel angestrebten Lernziele an:

Lernziele zum Kapitel 1 ,,Elementare Umformungsregeln zum
Lsen von Gleichungen*

Nach dem Bearbeiten des Teils ,Elementare Umformungsregeln zum
Lsen von Gleichungen“sollten Sie

o die elementaren Regeln zum Umformen von Gleichungen kennen
und anwenden knnen:
insbesondere die Struktureigenschaften reeller Zahlen (z.B. das
Kommutativ- und Asoziativgesetz bezglich der Addition und Mul-
tiplikation, die Distributivgesetze)
und die Rangfolge bei der Auswertung komplezer Terme (Klam-
mern vor Potenzrechnung vor Punktrechnung vor Strichrechnung),

o quivalenzumformungen kennen und beherrschen,

e Regeln der Bruchrechnung (Erweitern, Krzen, Addieren, Multipli-
zieren, Dividieren) kennen und beherrschen,

e die Lsungsverfahren fr quadratische Gleichungen(quadratische Er-
gnzung, pg-Formel) kennen und anwenden knnen,

e die Lsungsmenge von linearen bzw. quadratischen Ungleichungen
bestimmen knnen

e und Gleichungen bzw. Ungleichungen mit Betrgen lsen knnen.
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1 Elementare Umformungsregeln zum Lésen von

Gleichungen

Gegenstand dieses Kapitels ist die Anwendung elementarer Umfor-
mungsregeln beim Lisen von Gleichungen. Zu diesen Regeln zdihlen u.
a. das Kommutativgesetz, das Assoziativgesetz, das Distributivgesetz,
die Handhabung von geschachtelten Klammern, die Regeln der Bruch-
rechnung (Erweitern, Kirzen, Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren
und Dividieren von Briichen) und grundlegendes fiir das Rechnen mit
Betrigen und Ungleichungen. Auflerdem wird die Ldsung quadrati-
scher Gleichungen behandelt.

In Threm Studium werden Sie sehr selten eine Aufgabe vorfinden, in der
Sie eine der fiir das Losen von Gleichungen bené6tigten Techniken isoliert
anzuwenden haben; normalerweise werden Sie selbst zur Losung einfa-
cher Probleme mehrere Regeln kombinieren miissen. Wir demonstrieren
dies an einem Beispiel:

Zwei Kugeln werden unter gleichen Bedingungen (d. h. Abwurfort und
Wurfgeschwindigkeit sind identisch) - aber zeitlich versetzt - senkrecht
nach oben geworfen.

Wann treffen sich die beiden Kugeln?

Aus dem Physikunterricht kennen Sie die Formel
1
h=wvg-t—=-g-t
Vo 9 g

fiir den senkrechten Wurf. Dabei sind die Abwurfgeschwindigkeit vy und
die Gravitationsbeschleunigung g Konstanten; die Variable t steht fiir
die seit dem Abwurf vergangene Zeit, und die Formel liefert die Hohe
h, in der sich die Kugel zu diesem Zeitpunkt gegeniiber der Abwurfhthe
befindet.

In unserem Beispiel werde die Kugel A zum Zeitpunkt ¢t = 0 s mit der
Geschwindigkeit vg = 307 nach oben geworfen (m steht fiir Meter, s
fiir Sekunde). Fiir die Gravitationsbeschleunigung gilt etwa g = 9,87%.
Dann lé3t sich der Wurf in einem Koordinatensystem wie folgt darstel-

len *:

4Beachten Sie bitte: Die Skizze gibt die Abhéngigkeit der Héhe von der Zeit wieder;
der Wurf selbst erfolgt senkrecht.

Beispiel
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10m -

T T T T T T T T T T

1s t

Die Kugel B wird etwas spéter (zum Zeitpunkt ¢y = 4 s) unter sonst
gleichen Bedingungen abgeworfen. Grafisch bedeutet das eine Verschie-
bung nach rechts:

10m -

T T T T T T T T T T

1s t

Rechnerisch erhélt man die Hohe der Kugel B aus der Formel fiir die
Kugel A, indem man jeweils die Variable ¢ durch den Ausdruck (¢ — t¢)
ersetzt; davon kann man sich durch Einsetzen einiger Werte {iberzeugen.
Es gilt also

1
hB:vo-(t—to)—g-g-(t—to)Q

Veranschaulicht man beide Wiirfe in einem gemeinsamen Koordinaten-
system, so erhélt man schon einmal eine anschauliche Lésung des Pro-
blems. Wir nehmen dabei an, dafl die Kugeln klein sind und ihre Durch-
messer vernachléssigt werden kénnen:
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10m -

1s

Die Kugeln treffen sich also etwa fiinf Sekunden nach dem Abwurf der
ersten Kugel.

Wir geben uns dennoch mit diesem Ergebnis nicht zufrieden, sondern
suchen nach einer rechnerischen Lésung - zum einen aus Griinden der
Genauigkeit, zum anderen, weil wir hoffen, eine allgemeinere Aussage
ableiten zu kénnen.

Diese rechnerische Losung (die Durchmesser der Kugeln vernachlissigen
wir wieder) erhalten wir aus folgender Uberlegung: Die Kugeln treffen
sich, wenn Sie sich auf gleicher Hohe befinden, wenn also hy = hp gilt.
Der Zeitpunkt, in dem diese Gleichung gilt, wird mit ¢* bezeichnet. Dies
entspricht der Bedingung

1
UO‘t*—i'Q't*zZUO'(t*—to)—*'g'(t*—to)z

Diese Bedingung miissen wir jetzt so umformen, dafl wir die Lésung able-
sen konnen. Das heifit, dafl t* allein und nur noch auf der einen Seite der
Gleichung steht. Wir verwenden dazu ausschlieflich sogenannte Aquiva-
lenzumformungen®, symbolisiert durch das Zeichen <. Bei jedem Schritt
markieren wir den zur Umformung anstehenden Teil der Gleichung und
notieren, welche Regel bzw. welche Technik benotigt wird:

*Unter einer Aquivalenzumformung verstehen wir hier die Ersetzung einer Glei-
chung G1 durch eine Gleichung G2, die in dem Sinne gleichwertig (dquivalent) sind,
dafl G1 aus G2 folgt und G2 aus G1 folgt.
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v0+%-g-t0

vo+3-g-to
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vo - (t* —to) |— 5 g (t* —tg)?

m—UO'to—%'g'(t*—to)Q

—vo-to—5-9-|(t* —to)”

g (=2t +12)

D=

N[

—vg - to| —(

—vg - to _%.g.t*Q —l—g-t*-to—%-g~t3

—Uo'to—l—g-t*-to—%-g't?}

to]- (—vo+g-t*—3-g-to)

[—wo]+g-t=5-9-t0

L]t

t*

t*

Ausmultiplizieren

Subtraktion  von
vo - t* auf beiden
Seiten

2. Binomische
Formel bzw. Multi-
plikation von Diffe-
renzen

Ausmultiplizieren

Klammer auflosen

Addition von % g

t*2 auf beiden Sei-

ten
to ausklammern

Division durch g
auf beiden Seiten

(to #0)

Addition von wvg +
% - g - to auf beiden
Seiten

Division durch g
auf beiden Seiten

(g #0)

Bruchrechnung

Wir haben eine sehr iibersichtliche Formel erhalten, die fiir geeignete
Werte von vy und tg sofort den Zeitpunkt t* liefert, zu dem sich die
Kugeln treffen. In unserem Beispiel gilt vg = 307} und tg = 4 s, so dafl
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(mit etwas Bruchrechnung) folgt:

t* = %O—i—%'to
= %—{—28
= BB nt2s
= 5’7%s+2s
~ 5,006s

Dabei wurde das Ergebnis auf zwei Stellen nach dem Komma gerundet.

Im folgenden werden wir die verwendeten Techniken isolieren und dazu

Ubungsaufgaben anbieten. Bitte beachten Sie die folgende Bemerkung Weglassen des Multipli-
zur Schreibweise: Im folgenden werden wir nicht mehr unbedingt jeden kationspunktes
Multiplikationspunkt notieren; wie iiblich, schreiben wir fiir ein Produkt

»a - b auch abkiirzend ,,ab“.

1.1 Rechengesetze und Binomische Formeln
Zur Berechnung eines arithmetischen Ausdrucks wie z. B.
3524447 (z— (z— (z—1)))>?

ist es zunéchst einmal wichtig, zu wissen, in welcher Reihenfolge die
Ausdriicke ausgewertet werden miissen. Hier gilt die folgende Regel: Zahlenverkehrsordnung

Zahlenverkehrsordnung

§1 Gleichrangige Rechnungen werden von links nach
rechts abgearbeitet.

§2 Es gilt der Grundsatz ,,Po vo Pu vo Strich“ (Potenz-
rechnung vor Punktrechnung vor Strichrechnung).

83 Sollen Terme abweichend von der durch §§ 1 und 2
geregelten Reihenfolge abgearbeitet werden, miissen
Klammern gesetzt werden.

Rechenregeln fiir reelle Zahlen werden iiblicherweise fiir die Operationen
Addition(+) und Multiplikation(-) angegeben; die Regeln der Subtrakti-
on ergeben sich daraus (wegen a —b = a + (—b)), auf die Division gehen
wir im Zusammenhang mit der Bruchrechnung ein:
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Kommutativ-, Assoziativ- und
Distributivgesetz

e Das Kommutativgesetz erlaubt die Vertauschung

der Summanden in einer Summe (a +b = b+ a);
das gleiche gilt fiir die Faktoren in einem Produkt
(a-b="b-a)

e Nach dem Assoziativgesetz lassen sich die Summan-
den einer Summe unterschiedlich zusammenfassen, d.
h. (a+b)+ c=a+ (b+ ¢); entsprechendes gilt fiir die
Faktoren in einem Produkt: (a-b)-c=a- (b-c)

e Fiir die Multiplikation einer reellen Zahl mit einer
Summe (,, Ausmultiplizieren®) gilt das Distributivge-
setz:

a-(b+c)=a-b+a-c

Wenn man diese Gleichung von rechts nach links liest,
erhilt man die Regeln fiir das ,, Ausklammern“.

Aufgabe 8

Multiplizieren Sie aus:

a) (0,5m+1,2n)-6

b) 16 - (% + ")
c) (x+3y) -z
d) 5p-(2,5p+7)

e) (8x +2xz) - 5z?

)
)
)
) 5
)
)

) 2- (T+y)+3-(x+2)+5-(y+2)

Aufgabe 9

Klammern Sie so weit wie moglich aus:
a) Tax + 14bx
b) 6a%b + 8ab?

c) 24x3y? + 182%y?
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d) 39az? + 65b%x + 913
e) 0,14rs +0,42r% + 0, 28rs>

Haufig kommt es zu Fehlern, wenn eine negative Zahl mit einer Summe
multipliziert wird oder vor einer Summe ein Minuszeichen steht. Be-
trachten Sie den Ausdruck

2-a—5-(—3—a)

Hier taucht das Minus-Zeichen in unterschiedlichen Bedeutungen auf:
Wiéhrend das erste Minus-Zeichen als Operationszeichen fungiert, ist
das Minus-Zeichen vor der 3 einfach das Vorzeichen der Zahl -3. Formal
korrekt konnen wir den Ausdruck so umformulieren, dafl das Minus-
Zeichen nicht mehr als Operations-, sondern nur noch als Vorzeichen
auftaucht, und dann die genannten Gesetze anwenden ©:

2-a—5-(-3—a)
= 2-a+(-5) - ((-3) + (—a)) Ausmultiplizieren
= 2-a+(=5)-(=3)+(=5) - (—a)
= 2-a+15+5-a Kommutativgesetz, Distributivgesetz
= T7-a+15

In der Praxis wird man natiirlich einen solchen Schreibaufwand ver-
meiden und stattdessen von der ersten direkt auf die vorletzte Zeile
schlieffen. Es ist aber niitzlich, den eben dargestellten Zusammenhang
zu kennen, um unnétige Fehler zu vermeiden.

In dem dargestellten Beispiel hiatten wir auch wie folgt vorgehen kénnen:
Da Punkt- vor Strichrechnung geht, kénnen wir auch zunéichst die Zahl
5 mit der Klammer multiplizieren. Wir erhalten

2-a—-5-(-3—a)
2.-a—(—15—5a)
und konnen jetzt die Faustregel ,,Ein Minus-Zeichen vor der Klammer

kehrt die Vorzeichen der Summanden in der Klammer um, wenn man
die Klammern weglafit,, anwenden, die sich formal aus der Umformung

2.a—(—15—5-a)
2-a+(=1)-(=15—=>5-a) Distributivgesetz
2-a+(154+5-a) Assoziativgesetz
2-a+15+5-a

ergibt.

SDabei verwenden wir auch die Regel, daB das Produkt zweier negativer Zahlen
positiv ist: (—1) - (—=1) = (+1). Dagegen ist bekanntlich das Produkt einer negativen
mit einer positiven Zahl negativ: (—1) - (+1) = (—1) .

Minus vor
der Klammer
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Aufgabe 10

Multiplizieren Sie aus:

(
(—az)(3ax — 3¢+ 4y)
(—c)(be — Ta + 4x)

(

—2df)(—10eg + 9d + 3de)
Aufgabe 11
Klammern Sie moglichst weit aus:
a) 4def — 10e%f
b) 20d%ef — 16de? f
¢) 20ef? + 5e + 15deg

e) 36ab + 6a + 48a%b?

f

)
)
)
d) 20c — 25b%c + 15bc?
)
) 60ab?c + 36ac + S84acd?

Aufgabe 12
Multiplizieren Sie aus:
a) bSx+y+z2)—Tx—y+2)—8x+y—=2)
b) 25m + (13n — 8z2) + (5bz + Tm) — (11m + 5n) — (132 — 17n)

d

)
)
c) 69p + [13q — (17p + 11g)] — [11p — (13p — 17q)]
) (3a+5b) — {11la — [5¢ — (9b — 8a)] + 13b}

)

e) 0,5z - (—1,2ay) — (Tazx) - 0,2y + 0, 4z - (—4ay)

Aufgabe 13
Klammern Sie aus:
a) (a—10b)-(2z+3y) —(a—"b) - (z—y)+ (a—10) (z—3y)

b) 1lzy + 33azx — 2222

)
)

) (x+y)° - (z+y)°
)

d) ax + bx 4+ ay + by
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e) 6y%-(z+5)+ 22+ 10
f) b2(b—c) +c*(c—b)

Jetzt soll noch untersucht werden, wie zwei Summen (z. B. (a + b) und
(¢ + d)) miteinander zu multiplizieren sind. Durch zweimalige Anwen-
dung des Distributivgesetzes erhalten wir:

(a+b)-(c+d) = (a+b)-c+(a+b)-d
c-(a+b)+d-(a+Db)
ca+ cb+ da+ db
= ac+ad+ bc+ bd

Im Endeffekt mufite also jeder Summand der einen Summe mit jedem
Summanden der anderen Summe multipliziert werden; dies gilt auch,
wenn die Anzahl der Summanden in einer Summe grofler als zwei ist.
Wir geben Thnen jetzt noch einige Formeln an, die drei spezielle Pro-
dukte von Summen bzw. Differenzen betreffen:

Die Binomischen Formeln

Die drei Binomischen Formeln lauten:

1. (a+0b)? = a®+ 2ab + b*
2. (a—b)?=a®—2ab+ b?

3. (a+b)-(a—0b)=a®—b?

Aufgabe 14

Rechnen Sie nach, daf die Binomischen Formeln fiir beliebige reelle Zah-
len a und b gelten.

Aufgabe 15

Multiplizieren Sie aus und fassen Sie zusammen, wenn dies moglich ist:
a) (—=0,1d+6)(—3d —1)

b) (2¢ — 1)(2¢ +2)

Multiplikation
von Summen
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¢) (0,1d —4)(—d — 1)

) (

d) (2ab+ 3)(4ab—0,2)

e) (0,4ab—1)(—0,4ab+ 0,6)
) (=

f 7de + 6eg)(de — 5eg)

Aufgabe 16

Multiplizieren Sie mit Hilfe einer binomischen Formel aus:

Aufgabe 17

Geben Sie die folgenden Ausdriicke mittels einer binomischen Formel als

Produkt von Summen bzw. Differenzen an:

a) 49a? + 42ay + 9>
b) 0,64a® — 4¢?
¢) 36a® —1,96d>
d) 16a? — 72acy + 81c?y?

e) 0,09d*> —0,81¢>

)
)
)
)
)
f) 9d%e? + 42deg + 49>

Aufgabe 18

Ergénzen Sie die fehlenden Summanden:

a) (d—........ P=. —12dg + 369

b) (Ba+........ 2 =9a%+........ +16¢2

e) (voviin... +5)2 =....... .. +10a + 25

d) (....... — .. )2 =49d% —....... +81e?
¢) (d—......... 22 =d?—6det.........

f) (...... — s P=...... —3,2de + 0,64e
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1.2 Bruchrechnung

In dem Beispiel auf S. 17ff. wurde (ab Seite 20) bei den zum Lésen der
Gleichung erforderlichen Umformungen auch Bruchrechnung angewen-
det. Bekanntlich 148t sich der Quotient aus zwei Zahlen a und b (also
a : b, b darf nicht Null sein) auch als Bruch § angeben; dabei wird
a als Zahler und b als Nenner des Bruchs bezeichnet. Im Unterschied

zum Divisionszeichen ,,:* wirkt der Bruchstrich klammernd; es gilt also
Z—fz: (a+0b):(a—0).

Fiir die Bruchrechnung gelten die folgenden Regeln:

Zahler
Nenner
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Regeln der Bruchrechnung

e Erweitern eines Bruchs
Der Wert eines Bruchs dndert sich nicht, wenn Zéhler
und Nenner mit dem gleichen Faktor ¢ (¢ # 0) multi-
pliziert werden:
a a-c

b b-c
Das Erweitern von Briichen wird vor allem bei der
Addition von Briichen bendétigt.

e Kiirzen eines Bruchs
Der Wert eines Bruchs édndert sich nicht, wenn Zéhler
und Nenner durch den gleichen Divisor ¢ (¢ # 0) geteilt

werden:
a a:c¢

b b:oc
Das rechtzeitige Kiirzen von Briichen kann den Re-
chenaufwand erheblich senken.

e Addition von Briichen

Um zwei Briiche zu addieren, mufl man zunéchst durch
Erweitern dafiir sorgen, dafl sie den gleichen Nenner
haben; am giinstigsten wéhlt man als gemeinsamen
Nenner (Hauptnenner) das kleinste gemeinsame Viel-
fache (kgV) der beiden urspriinglichen Nenner (vgl.
Aufgabe 14). Danach werden einfach die Z#hler ad-
diert, der Nenner beibehalten:

a b a+bd

C C C

Die Subtraktion von Briichen erfolgt analog.

e Multiplikation von Briichen
Zwei Briiche werden multipliziert, indem die Zé&hler
miteinander und die Nenner miteinander multipliziert

werden:
a ¢ a-c

b d b-d
e Division von Briichen

Ein Bruch § wird durch einen Bruch § dividiert, indem

7 mit dem Kehrwert von ¢ multipliziert wird:

d
%'E bzw.

alo

e,
;o

—~
>l
N~—

SRS

—~
alo
~—
S R
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Aufgabe 19

Erweitern Sie die folgenden Briiche:
a) %a mit dem Faktor 2b (b #0)
b) ; mitTy (c#£0,y#0)

c) 2= mit (z—1) (¢#=+1)

d) 22835 it (40 — 6b)  (a # 2b)

Aufgabe 20

Kiirzen Sie die folgenden Briiche soweit wie moglich (Tip: Wenn im
Zahler oder im Nenner eine Summe steht, miissen Sie zunéchst die Sum-
me durch Ausklammern in ein Produkt verwandeln (Distributivgesetz)):

156
a) 234

- az
b) L (ab #0)

C) 15:(,;243/

d) % (a # —%b) Nicht aus Summen kiirzen!

25a2—49b2 7
€) 515 154 (a # 5b)

ao— G2
f) Zzgju; (a# %b>

_ 2 _ 2
g) 8lx -12—;0783:;2 362 (x 7& %Z)

9z—4 28
h) 45£+2gy (z # —3Y)

Aufgabe 21

Addieren bzw. subtrahieren Sie die folgenden Briiche (Lassen Sie keine
Gelegenheit zum Kiirzen aus!).

Bevor Sie mit der Losung der Aufgabe beginnen, geben wir Thnen noch
den folgenden Hinweis am Beispiel der Aufgabe ﬁ + ﬁ (cd #0):
Bekanntlich erhalten Sie in jedem Fall einen Hauptnenner als Produkt
der Nenner der beiden Summanden: 12¢d - 18cd? = 216¢%d®. Hiufig ist
das aber nicht der kleinste gemeinsame Nenner. Diesen erhalten wir als
kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV) von 12¢?d und 18cd?. Zur Be-
stimmung des kgV zerlegt man die beiden Ausdriicke zunéichst in ihre
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Primfaktoren und erhélt dann das kgV wie folgt:

12¢2d = 2-2-3 c-cl-d
18cd?> = 213-3] ¢ d-d
kgV= 2.-2[:3-3|-c-c|-d-d

Das kleinste gemeinsame Vielfache ist also 36¢2d?.
a) g1y T3, (a#£0)

b) a3 (g £0, b#0)

O o (@ #-y)

Q) 2L (2 # £y)

3

2
e) x%ﬁjx?z - 796;%73,2 (x#+y), 240, 2#0, y#0

3c+4d? 6¢2—4,5d
) f;_cgd + clSch (cd #0)

g) (a ) + 48(632 ) (a # £b)

Aufgabe 22

Multiplizieren bzw. dividieren Sie die folgenden Briiche. Beachten Sie
bitte, daf} Sie ein Produkt aus Briichen nach den o.g. Regeln auch auf
einem Bruchstrich notieren kénnen (z. B. I-18 = T18) 5o dafl zusiitzliche

9°35 — 935
Moglichkeiten zum Kiirzen bestehen und es daher moglich ist, schon vor
1 2
Ausfithrung der Multiplikation zu kiirzen: gﬁ 73é8 = 193{8
42 25
a) 57

3 35 81
b) 1% 1

12a+9b  8a—6b 3 ; s |
¢) g darsp (@ F E3b) Nicht aus Summen kiirzen!

I2
d) §£- 85 (z-y#0)

2_ 2 _ .
o) 1Ba=gln o fesbhs (e # —6b, a® #36b7)  Dito.

9a2bc? )
f) 8iab2c

2bc
(27a2b2c)

(abe #0)

(157131,2

8) gy 2D (v# -3 £y, #0)
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Aufgabe 23

a) Berechnen Sie bitte die ersten fiinf Glieder einer arithmetischen
Folge mit a1 = % als Anfangsglied und der Differenz d = % Das
folgende Glied a1 errechnet sich dabei aus dem vorherigen (ay,)
wie folgt: an41 = ayn + d.

b) Bestimmen Sie die Summe aus den ersten fiinf Gliedern mit Hilfe
der Summenformel

g _n

n*2'<a1+an) (n:5)

1.3 Quadratische Gleichungen

Wir greifen das einleitende Beispiel von Kapitel 1 wieder auf, betrachten
Kugel A und stellen jetzt folgende Fragen:

1. Wie hoch kommt die Kugel A iiberhaupt; nach welcher Zeit (x;)
erreicht sie ihre maximale Hoéhe (ys)?

2. Wann passiert die Kugel A wieder die Stelle, von der sie abgewor-
fen wurde?

Werfen wir einen Blick auf die graphische Darstellung, erkennen wir, dafl

die erste Frage bedeutet, den Scheitelpunkt (hier: den hochsten Punkt) Scheitelpunkt
der Parabel zu bestimmen. Die zweite Frage fiihrt auf die Aufgabe, die

Schnittpunkte des Graphen mit der ¢-Achse zu berechnen.

h 4

Ys

10m -

T T T T T T T T T T -

1s Xg t

Die Funktion, die die Hohe der Kugel in Abhéngigkeit von der Zeit
beschreibt, ist eine quadratische Funktion; ihr Graph ist eine Parabel.
Unter Verwendung der in der Mathematik {iblichen Variablen x und y
erhalten wir mit der Festsetzung

(*) y = ax® + bx + ¢, (mit reellen Konstanten a, b, ¢, wobei a # 0) quadratische Funktion



ASPF

Normalparabel
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die Funktionsgleichung einer quadratischen Funktion 7 in ihrer allge-

meinsten Form. Diese Form ist allerdings wenig aussagekriftig, mehr
Information iiber Lage und Gestalt der zugehorigen Parabel erhélt man
in der sogenannten allgemeinen Scheitelpunktsform (ASPF):

y*ys:a(x*xsya

in der x5 und ys die Koordinaten des Scheitelpunkts bedeuten; der Kon-
stanten a entnimmt man zusétzlich, ob die Parabel nach oben oder unter
geoffnet ist (a > 0 bzw. a < 0) und ob sie weiter oder enger als die so-
genannte Normalparabel y = 22 ist (|a| < 1 : weiter, |a| > 1 : enger).

Im folgenden werden wir aus der allgemeinen Gleichung (*) die ASPF
herleiten:

y = ar’+br+c | —c
Yy—c = a;[;2—{—b:L' | :a,a;é()
ly—c) = 22+ by | Ergénzung der rechten Seite

zum ,,vollsténdigen Quadrat*
(,quadratische Ergéinzung®)

%(y —c)+ (%)2 = z24 2%1‘ + (%)2 | Anwendung der
1. bin. Formel
ty—o+(£)? = (@+2)? | ~a
y—ct+a(L)? = alz+L2)? | Umformen und

Zusammenfassen
der linken Seite

y+ e = a(et g;)?
Fin Vergleich mit der Gleichung

Y—Ys :a($—$3)2

fithrt zur Identifizierung von

" b? — 4ac q "
—ys mit ———— und — xc mit —
Ys da u s %%’
das heifit
dac — b2 d b
= ——— und xg=——.
Ys 4a ° 2a

"Auf den Funktionsbegriff wird hier nicht niher eingegangen. Seine ausfiihrliche
Behandlung wiirde den hier gesteckten Rahmen sprengen .
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Der Scheitelpunkt S der durch die Gleichung (*) beschriebenen Parabel
hat somit die Koordinaten

dac — b2

Soge / 50

Kehren wir zuriick zu unserem Beispiel mit der hochgeworfenen Kugel.
Zunéchst mufl die Gleichung

1
h = wvot — ith

mit der Darstellung y = az? + bz + ¢ ,abgeglichen“ werden, was durch
passendes Hinschreiben stark vereinfacht werden kann!

ar? 4+ bxr +c
—3gt? 4+ wot

SEES
I

Wir erhalten die folgenden Entsprechungen: y=h, z=t, a=— % g, b=vg, c=0

Setzen wir diese Werte in den Term fiir die Scheitelpunktskoordinaten
ein, erhalten wir

2
_ o —Y%
S( 2:(—39) / 4~(—%9)) oder
2

v Vg,

s(w/3)

Konkret mit vg = 307} und g ~ 9,85 ergibt sich
30 900:‘—22

S @ / @ oder

S (3,06s / 45,92m) ,
d.h. die Kugel erreicht nach 3,06 s ihre grofite Hohe e, = 45,92 m.
Diese Werte lassen sich wirklich nicht mehr aus der Zeichnung ablesen.
An dieser Stelle sei ein Hinweis auf den Umgang mit dimensionsbehaf-
teten Groflen gestattet:
Durch konsequentes Mitfithren der Einheiten m und s erhalten wir am

Ende unserer Rechnung insofern eine Bestétigung der Richtigkeit unse-
rer Umformungen, als fiir die gesuchten Groflen Zeit bzw. Hohe auch

Scheitelpunkt



Losungsverfahren
fiir quadratische
Gleichungen

Normalform

quadrat. Ergénzung
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die ,richtigen“ Einheiten s bzw. m herauskommen! Solche Dimensions-
betrachtungen sind ganz allgemein bei der Umformung von Gleichungen
eine bewihrte Kontrollmoglichkeit, die Sie nach Moglichkeit immer nut-
zen sollten.

Wenden wir uns nun der zweiten Fragestellung zu, die uns auf das Losen
quadratischer Gleichungen fiihrt, d. h. Gleichungen der Form

ax’ +bxr +c=0.

Aus Threr Schulzeit kennen Sie sicherlich noch das eine oder andere
Losungsverfahren, insbesondere die sogenannte p-q-Formel. Fiir spezielle
Gleichungen ist diese Formel jedoch zu aufwendig, weswegen wir Thnen
verschiedene Losungsverfahren vorstellen, die in bestimmten Situatio-
nen schneller zum Ziel fithren. Zunéchst aber werden wir die p-q-Formel
behandeln.

Zur Anwendung dieser Formel muf} die Gleichung

ar’ +br+c=0

zunéchst in die sogenannte Normalform

2> +pr+qg=0 (Wobeip:gundngist,a#O)

iiberfiithrt werden. Haufig wird dieser Schritt bei der Anwendung verges-
sen!
Herleitung der Formel:

(+) =®+pr+q =0 | —q
2 + px = —q | quadratische Ergénzung
> +28x 4+ (8)2 = (§)?—¢ | 1. binomische Formel
(+%) (z+5)? = (5)?-q

Ab hier ist eine Fallunterscheidung durchzufiihren:

1. Der Term auf der rechten Seite, (%)2 — ¢, ist negativ.
In diesem Fall hat die Gleichung (**) und damit auch (*) keine
(reelle) Losung, denn es gibt keine reelle Zahl, deren Quadrat ne-
gativ ist.
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2. (£)% — ¢ ist gleich Null.
Wir erhalten dann die Gleichung
(z+ %)2 = 0 mit der Losung z = —§

3. () — ¢ ist groBer als Null.
Jetzt ist es moglich, aus dem Term (5)? — ¢ die Wurzel zu ziehen,
und wir erhalten aus
(z+5)?=(5)*—q die zwei Gleichungen:

r+8=4/(5)?—qoderz+5=—,/(5)2—¢

bzw.
r= 5+ \JBP —qoder s =5~ 57 4
hiufig zusammengefafit in der (auch fiir (%)2 — q = 0 giiltigen)
Formel
ra=—2+ JBF—q, flls(ZP?—q20. p-c-Formel
Beispiele:

1. Die Nullstellenberechnung der Funktion
f(x) = 2% — 62 + 10

fithrt zum Beispiel zur Losung der folgenden quadratischen Glei-

chung :
2 —6x4+10 = 0 -10
& 2?2 —6x = —10 Ergénzung der rechten Seite
zum vollstédndigen Quadrat
(,quadratische Ergénzung*)
+(39)?
& 2?2 —6x+ (_76)2 = —10+ (_76)2 Anwendung der 2.bin.Formel
& (z—3)? = —-10+ (%6)2 Zusammenfassen
(x — 3)2 = —1 Ve

In diesem Fall ,,besitzt die Funktion keine Nullstellen“.

Die graphische Veranschaulichung der betrachteten Funktion bestétigt,
dafl die Funktion keine Schnittstellen mit der xz-Achse besitzt.
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Graph der Funktion f(z) = 2? — 6z + 10
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Auch die Veranschaulichung bestéitigt die o.a. Fallunterscheidung;:
Betrachten wir die Lage dieser Parabel zur x-Achse, so gibt es
fiir Funktionen diesen Typs offensichtlich noch zwei weitere Ver-

laufsmoglichkeiten.

f1(z)]

fa(z)4

f3(z)

Graphen der Funktionen

fi(z) = 2% — 62+ 10, fo(z) =2 —6x+9, fi(x) =2 — 62 +8

Allgemein 148t sich fiir Polynome 2. Grades

f:R —IR, f(z)=ao+aiz+ax® ao, a1, a2 €R, an #0

also die folgende Aussage formulieren: Ein Polynom f 2-ten Grades hat hochstens

2 reelle Nullstellen.

Es gibt also quadratische Parabeln mit genau zwei Nullstellen, mit genau einer

Nullstelle und solche, die keine Nullstellen in R aufweisen.

2. Die Nullstellenberechnung der Funktion

fithrt zur Losung der folgenden quadratischen Gleichung :

f(zx)=2%—6x+9
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2?2 —6x+9 =0 -9

& 22— 6x = -9 Ergénzung der rechten Seite
zum vollstdndigen Quadrat
(,quadratische Ergénzung®)
+HF)?

& 12— 61+ (%6)2 = -9+ (%6)2 Anwendung der 2.bin.Formel

& (z—3)? = -9+ (_76)2 Zusammenfassen

& (z—3)? =0 v

& -3 = 0 +3

& = 3

In diesem Fall ,,besitzt die Funktion genau eine Nullstelle®.

3. Die Nullstellenberechnung der Funktion
f(zr) =2%—6x+8

fithrt zur Losung der folgenden quadratischen Gleichung :

2 — 62 +8 =0 -8

& % — 6x = -8 Erginzung der rechten Seite
zum vollstdndigen Quadrat
(,quadratische Ergénzung®)
+(F)?

= 72 — 6z + (%6)2 = -8+ (%6)2 Anwendung der 2.bin.Formel

= (:U — 3)2 = -8+ (_76)2 Zusammenfassen

& (x —3)2 = +1 Ve

= r—3 = +1

oder x —3 = -1 +3

= x = +4

oder =z = 42

In diesem Fall , besitzt die Funktion zwei Nullstellen*.

Zur Bestimmung der Losungen einer quadratischen Gleichung 148t
sich die o.a. p-g-Formel natiirlich auch direkt auf eine quadratische
Gleichung anwenden. Zum Beispiel:

—222 - 18 —38 =0
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—222 — 182 —-38 = 0 (-2)
= x? + 9z + 19 = 0 Anwenden der p-g-Formel
& 1,2 = —% + (%)2 — 19 | Zusammenfassen
& o o E LR
& T = —yEy/i Vo
& T —3+3V5
< = —% + %\/5
oder m2 = —% — %\/5
- x1 = %(\/5 — 9)
oder x5 —2(vV5+9)

Anmerkungen

1. Der Term (£)? — ¢ wird des 6fteren mit D abgekiirzt und als Diskriminante
bezeichnet.

2. Die Wurzel einer Zahl ist eindeutig, z.B. v/9 = 3.
Sie ist ndmlich definiert als die positive Losung der zugehorigen quadratischen
Gleichung, zum Beispiel
=9 & 1°-9=0 ¢ (z+3)(z—-3)=0 & z=3Vzr=-3
(V ist ein mathematisches Symbol fiir ,,oder*)

3. Erinnern wir uns daran, daf} fiir die Anwendung der p-g-Formel zunéchst die
,Normalform* herzustellen ist (s. Seite 34). Dabei gilt p = g und ¢ = £. Dar-
aus konnen wir durch Einsetzen dieser Gleichungen in die p-g-Formel sofort
eine a-b-c-Formel herleiten:

(£)P-<>0

oder |zi2 = +

Zuriick zur eingangs gestellten Frage: Wann erreicht die Kugel A wieder
ihre Abwurfhéhe?

Die zu 16sende Gleichung hat die Form

1
Ozvot—ith.

Um die p-g-Formel anwenden zu koénnen, iiberfithren wir die Gleichung
in die Normalform und bestimmen p und g:
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0 = t*+pt+gq

0 = #— 20140 p=-% g=
ty = L&, /(%2)*-0

tip = 2£2

t = %+%:%4 ty="0 % =

Daf} hier zwei Losungen herauskommen, ist nicht verwunderlich, denn
die Kugel befindet sich zu zwei Zeiten auf der Ausgangshche: beim Start

(t = 0) und bei der Abwirtsbewegung (t = 22, konkret t = 2307

g’ 9,8?2 ~
6,12s).8
Zur Losung kann man auch die allgemeine Losungsformel benutzen:

Mita:—%g, b=1v9 und c¢=0 erhilt man

2 = o fy F/a-
= 2+ (vgl oben).

An dieser konkreten Aufgabe kénnen wir nun demonstrieren, dafi die
Losung viel einfacher zu erhalten ist: Wir gehen wieder aus von der
Gleichung

L
Oz—igt + vot.

Durch Ausklammern von ¢t auf der rechten Seite erhalten wir

1
0=t- (fggt+vo).

Klammern wir zusétzlich —% g aus, erhalten wir

1 2U0
0= ——gt(t — ==).
59t g)

8Vgl. Skizze auf S. 18
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Nun ist ein Produkt aus zwei Faktoren genau dann gleich Null , wenn
(mindestens) einer der Faktoren Null ist. Die obige Gleichung ist also
dquivalent zu

1 _ 2 _
~lgt = 0 vty
& t = OVt:%j

womit wir unsere Losungen erneut bestitigt haben. Dieses letzte, elegan-
tere Verfahren 148t sich hier anwenden, weil die Gleichung eine besondere
Form aufweist, ndmlich kein absolutes Glied (konstantes, z- bzw. t-freies
Glied) hat.

Auch wenn diese spezielle Form nicht vorliegt, kann man durch systema-
tisches Probieren® versuchen, den Term zu faktorisieren. Das Verfahren
sei an mehreren Beispielen vorgestellt:

a) 0 22 + T + 10
< 0 = (z+2)(x+5)
< 0 = z24+2V O0=24+5
& x o= =2V ae=-5
b) 0 = 22-112-26
< 0 = (2—13)(z+2)
S 13 Vv =-2
c) 0 = 22411z —26
< 0 = (z+13)(x—2)
S v = =13V ax=2
d) 0 = 22-Tz+10
0 = (x—2)(x—5)
r = 2V x=5
e) 0 = x2-49
< 0 = (z+7)(x—T7) 3. binomische Formel
S o= =T Va=T
f) 0 = 22+4x+4
s 0 = (r+2)?2 1. binomische Formel
& -2

Haben Sie herausgefunden, wie man die benttigten Faktoren ,errét*?
FEine Umkehrung der Vorgehensweise zeigt die Idee:

Aus (z + 2)(xz + 5) wird durch Ausmultiplizieren zunéchst der Term
22+ 21+ 5x + 25, der sich zu 22 + (2 +5)r +2-5 = 22 + Tz + 10

9Siehe auch Seite 42.
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zusammenfassen l&8t. Arbeitet man mit Konstanten a und b, erhélt man

(x+a) - (x+b) = 22+ (a+bx+a-b.

Der Weg von links nach rechts, das Ausmultiplizieren, bereitet keine
Schwierigkeiten; fiir die andere Richtung (das Faktorisieren) bendtigen
Sie etwas Training. Vollzichen Sie die folgenden Beispiele griindlich nach!
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Zerlegung
in Faktoren Beispiel 1 : 22 + 10z + 24
24 = (1) (+24)
(£2) - (£12)
(+£3) - (+8)
(+4) - (£6)
Probe mit Welches dieser Faktorenpaare liefert in der Summe den Wert 107
der Summe Hier kommt nur +4 + (+6) = 10 in Frage! Also:
22+ 10z + 24 = (x +4)(z + 6)
Beispiel 2 : 2 —5r —24
—24 = (£1)-(F24)
= (£2) - (¥12)
= (£3) - (¥9)
= (+4) - (¥6)
5= (+3) +(-8)

Also: 2% -5z —24=(z+3)(z —8)

Beispiel 3: 224+ 10z — 24

Y

10 = (-2)+ (+12),

Also: 22+ 100 —-24 = (z—-2)-(z+12)

FEin Vergleich mit der p-g-Formel zeigt die Effektivitét dieses Verfahrens.
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22 —5x —24=0

_ .5 121
- +2:l: 4
= 54 1
- +2i2
16 6
T = ?:8,:1}2:—5:_3

So elegant dieses Verfahren ist, sein Nachteil sei nicht verschwiegen: Es
funktioniert nur dann so iiberschaubar einfach, wenn die Gleichung in
der Normalform vorliegt und ganzzahlige Losungen hat. Wenn eine die-
ser Voraussetzungen nicht vorliegt, miissen Sie auf die anderen Verfahren
zuriickgreifen.

Jetzt sind Sie dran; iiberlegen Sie bitte bei jeder Gleichung, welches
Losungsverfahren IThnen angemessen erscheint!

Sie haben reiche Auswahl: Losungsformel (p-q oder a-b-c), quadratische
Ergénzung, Faktorisieren, binom. Formel(n) riickwérts.

Aufgabe 24

Losen Sie die folgenden quadratischen Gleichungen:
a) 22 -3z +2=0

a? + 2z =3

22 -3z =3

)
)
d) 222 —4=2x
) 922 =25
)

22 +5x+10=0
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g) 222 — 120+ 18 =0

Aufgabe 25
a) 12+ 122+35=0

b) 2 — 187 + 65 =0

c) 2 —4x+21=0

d) 422 + 562 + 1960 = 0

e) 4x? + 62z + 323 = —10x — 1

f) (22 + 1) = —ddz — 127

g) 22— 92 +18=0

h) 22 =132 +40=0

i) 22+ 72 +29=0

j) —222 — 342 —140=0

k) —7x? — 128z — 500 = —9x + 4

1) (22 +5)(2z — 5) = —60z — 241
Aufgabe 26
,Spezial®

a) Fiir welche reellen Zahlen m hat die Gleichung
0=2z%+mz+2
— keine
— eine
— zwei Losungen?
b) 0 =323+ 222 + 2
Tip: Klammern Sie zun#chst = aus.
c) 0=at— 1322+ 36

Tip: Ersetzen Sie z? durch z und formulieren Sie dann die Glei-
chung mit Hilfe von z (ohne z!). 10

d) 0=22° — 2623 + T2
Wenden Sie bitte die Tips zu den Aufgabenteilen b) und c) in
dieser Reihenfolge an.

Aufgabe 27

Wir wandeln die zu Beginn dieses Kapitels gestellte Frage jetzt leicht
ab.'' Zu welchen Zeitpunkten befindet sich die Kugel A in einer Hohe

Djeser Gleichungstyp wird auch als biquadratische Gleichung bezeichnet.
Vergleichen Sie bitte S. 17ff.
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von 30 m?
Aufgabe 28

Bestimmen Sie die Scheitelpunkte folgender Parabeln:

a) y=2x>—3x+2

b) y = —5x? — 10z + 12

45
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1.4 Rechnen mit Betrigen

Im Vergleich zur Bruchrechnung wird Thnen das Rechnen mit Betrigen
in der Schulmathematik wohl eher selten begegnet sein. Dennoch zéhlt
der sichere Umgang mit Betrigen zu den Grundfertigkeiten, die Sie be-
herrschen sollten. Vor allem beim Losen quadratischer Gleichungen und
Ungleichungen werden Sie immer wieder mit Betridgen konfrontiert.

Im Kapitel 0 (,Mengen und ihre verschiedenen Darstellungen*) haben
wir (reelle) Zahlen durch Anordnung auf der (reellen) Zahlengeraden
dargestellt (S.9ff.). Der Abstand einer (reellen) Zahl a von 0 wird als
absoluter Betrag dieser Zahl bezeichnet; zur Kennzeichnung des Betrags
werden senkrechte Striche verwendet: |a] .

Esist z.B. |1,5| =1,5und | — 1,5| = 1, 5.

Fiir a € R ist

laf = a fira>0
a7 —a fira <0

Ausgehend von der genannten Definition des absoluten Betrags a3t sich
feststellen: Betrége reeller Zahlen konnen also nur positive Werte oder
den Wert Null annehmen.

Dieser Sachverhalt sei im folgenden anhand der Betragsfunktion f mit
f(x) = |z| veranschaulicht:

f (@)

—t

Ganz typisch fiir die Graphen von Betragsfunktionen ist der sogenannte
,»Knick®; hier befindet er sich an der Stelle 0.
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Aufgabe 29

Bestimmen Sie:

a) | —925|

b) | + 23,91]

c) | — 17%|
Aufgabe 30

Welche reellen Zahlen lassen sich fiir x einsetzen?

a) |z =0

b) |z| =5,1

¢) |z = 13

a) Ja] = —1

e) |zl =[—1]
Beispiel:

47

Bei der Losung von quadratischen Gleichungen, wie in einem Beispiel

auf 8.32 (22 — 6x + 8 = 0) gelangt man nach einigen Umformungen zu

(r—3)? = 1. Daraus hatten wir z—3 = +1 oder z—3 = —1 gefolgert. An-
stelle der beiden Gleichungen kénnen wir nun auch |z —3| = 1 schreiben.

Nach der Definition des absoluten Betrags gilt fiir |x — 3| folgende Fall-

unterscheidung:
o — 3| = r—3 firz—3>0
S| —(xz—-3) firz—3<0
Also:
o — 3| = r—3 flirx>3
| —z+3 firz<3
Also:

r—3 =1 (fiir x > 3)  oder
—z+3 =1 (fiir = < 3)

Nun 148t sich das Ergebnis ablesen:

xr = 4 (4>3) oder
r = 2 (2<3)
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Ungleichung
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Aufgabe 31

Welche reellen Zahlen lassen sich fiir z einsetzen?

a) |z —3|=4

b) |22 —5| =4

c) 1<| -3z <6

d) |z +1| = 3z +2]
Aufgabe 32

Eine Summe aus vier Summanden betrégt +10. Von den vier Summan-
den sind aber nur die absoluten Betriage bekannt: 4, 6, 8 und 12.

Aufgabe 33

Untersuchen Sie die folgenden Gleichungen im Hinblick auf ihre Giiltig-
keit (x, y € R). Falls Sie herausfinden, dafl eine der Gleichungen nicht
allgemein gilt, geben Sie bitte ein Zahlenbeispiel dafiir an.

a) |z +yl =zl + |yl
b) |z —y| = |z| |yl
) |-yl =zl |yl

) 2=k (y£0)

1.5 Lo6sen von Ungleichungen

In der Schulmathematik nimmt das Rechnen mit Ungleichungen eher
eine untergeordnete Rolle ein, da andere Inhalte Prioritdt haben. Die
Einfithrung der Umformungsregeln fiir Ungleichungen ist in der Mittel-
stufe vorgesehen. Spéter wird die Thematik dann nur noch sehr selten
und punktuell wieder aufgegriffen wie z.B. beim Ldsen von linearen Opti-
mierungsaufgaben. Daher sind entsprechende Kenntnisse aus dem Schul-
unterricht im allgemeinen nur liickenhaft vorhanden. Da Sie die Umfor-
mungsregeln von Ungleichungen aber, insbesondere bei Abschétzungen
und Grenzwertbetrachtungen beherrschen sollten, werden wir diese hier
zusammenstellen.

Im letzten Abschnitt (1.4 Rechnen mit Betrégen, Aufgabe 33 (a)) haben
Sie mit ,|x+y| < |z|+|y|“ (z, y € R) eine allgemeingiiltige Ungleichung
kennengelernt. Eine Ungleichung, die fiir alle moglichen (reellen) Einset-
zungen wahre Aussagen liefert, wird auch als allgemeingiiltig bezeichnet.
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Die o. a. Ungleichung beschreibt die offensichtlich giiltige Aussage, dafl
in einem Dreieck eine Seite hochstens gleich der Summe der beiden an-
deren Dreiecksseiten ist. Daher triagt diese Ungleichung auch den Na-
men , Dreiecksungleichung”. Falls Sie sich schon einmal mit Vektoren
beschéftigt haben, kénnen Sie sich diese Deutung ausgezeichnet veran-
schaulichen.!?

Im folgenden werden wir erfiillbare Ungleichungen behandeln. Diese un-
terscheiden sich von den allgemeingiiltigen Ungleichungen dadurch, daf3
sie nicht fiir jede sondern fiir mindestens eine Belegung wahr sind. Die
(nicht leere!) Menge der Belegungen, fiir die eine Ungleichung giiltig ist
wird auch als Giiltigkeitsbereich, Erfiilllungsmenge oder Losungsmenge
bezeichnet.

Beispiel:

Es soll der Giiltigkeitsbereich der folgenden Ungleichung bestimmt wer-
den:

9+2xr—20 < 8xr+4-—3zx

Ziel ist es, die Ungleichung in die Form z < ...bzw. 2z > ... zu
tiberfithren, um dann die Erfiillungsmenge abzulesen.

12

Dreiecksungleichung

erfiillbare
Ungleichung

Giiltigkeitsbereich
Erfiillungsmenge
Losungsmenge
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9+22x-20 < 8r+4-3z
2z — 11 < 5r + 4 Zusammenfassen von Zahlen bzw. Variablen

auf e in er Seite der Ungleichung

2z —11+11 < bHx+4+11 {+11} Additionsregel

Addition derselben Zahl (bzw. Variablen)

auf b eid e n Seiten der Ungleichung
2x < 5x + 15 Zusammenfassen

2x — bx < br+15—-5z {+(=5x)} Additionsregel

Addition derselben Variablen (bzw. Zahl)

auf beiden Seiten der Ungleichung

-3z < +15 Zusammenfassen
—3z-(—3) > +15-(=3) {-(~1)}Multiplikationsregel
!Beachten Sie das Ungleichheitszeichen!

X > -5 Zusammenfassen

Die Losungsmenge der Ungleichung 148t sich nun auf verschiedene Ar-
ten angeben (vergleichen Sie Kapitel 0 ,Mengen und ihre verschiedenen
Schreibweisen®):

L ={z[(x €eR) A (z > —5)} oder
L =]5, 00]

Die Losungsmenge 148t sich auch im Koordinatensystem veranschauli-
chen.
Betrachten wir noch einmal die gegebene Ungleichung:

9422 -20 < 8zx+4—-3z
Fassen wir die beiden Seiten der Ungleichung als Vorschriften der Funk-
tionen fi(x) = 2z — 11 und fo(x) = 5z + 4 auf, so laBt sich die o.a.
Aufgabe folgendermafien deuten: Es ist nach der Menge der reellen Zah-
len z gefragt, fiir die die Funktionswerte von f; kleiner sind als die Werte
von fs.

Am Schaubild lassen sich diese Werte dann ablesen.
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f(x)

10 15 x

Bemerkungen zu den angewendeten Umformungsregeln:

e Zusammenfassen
Auf einer Seite einer Ungleichung diirfen selbstverstandlich
Zahlen bzw. Variablen und natiirlich auch Gréflen zusammengefafit
werden, ohne daf3 die Losungsmenge dadurch verdndert wird.

e Additionsregel
Wird auf beiden Seiten einer Ungleichung eine positive oder
negative Zahl bzw. Variable oder auch Groéfle addiert, so &ndert
sich die Losungsmenge dadurch nicht. D.h., es handelt sich um
eine sog. Aquivalenzumformung,.

e Multiplikationsregel

— Wird eine Ungleichung mit einer positiven Zahl

(a > 0, a € R) bzw. Variablen oder Gréfie multipliziert,
so wird diese Operation auf b eid e n Seiten der Unglei-
chung ausgefiithrt ohne Einflu} auf die Losungsmenge; diese
Umformung ist also eine weitere Aquivalenzumformung.

— Wird eine Ungleichung aber mit einer negativen Zahl

(a <0, a €R) bzw. Variablen oder Gréfie multipliziert, so
wird diese Operation auf b eiden Seiten der Ungleichung
ausgefiihrt und das Ungleichheitszeichen kehrt sich um!

Zusammenfassen

Additionsregel

!Multiplikationsregel
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Anmerkungen:

Wir kénnen uns die Giiltigkeit der zweiten Multiplikationsregel schnell
plausibel machen. Die Anwendung diser Regel (,,Multiplikation einer
Ungleichung mit einer negativen Zahl“) 148t sich auch ,,umgehen®: Die
mehrfache Anwendung der Additionsregel und der ersten Multiplikati-
onsregel fithren zum selben Ergebnis. Dazu greifen wir das o.a. Beispiel
noch einmal ab der drittletzten Zeile auf:

—3z < +15 Zusammenfassen
-3z +3r < 154 3z {+3z}Additionsregel
0 < 15+ 3z Zusammenfassen
0—-15 < 1543x—15 {—15}Additionsregel
—15 < 3x Zusammenfassen
-15-1 < 3z % {-1}Multiplikationsregel
-5 < T Zusammenfassen

Losen Sie bitten die folgenden Ubungsaufgaben.

Aufgabe 34

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Ungleichungen (notieren
Sie bitte, welche Umformungsregeln Sie anwenden):

a) 18z — 18 <90

b) 4,7 1,4z < 11,7

) —2>-1r—1

d)% z<42+ 32
Aufgabe 35

Aus 400 Gramm Kriauterextrakt sollen 600 Gramm Likor mit einem Al-
koholgehalt von mindestens 25% hergestellt werden. Wievielprozentiger
Alkohol muf} zugegeben werden?

Beispiel:

Fiir eine lineare Ungleichung kénnen Sie jetzt den Giiltigkeitsbereich be-
stimmen. Wie sieht es aber bei quadratischen Ungleichungen aus? Wir
betrachten die folgende quadratische Ungleichung:

22 +6x—7 < 0
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Auch hier ist es wieder unser Ziel, die Ungleichung so umzuformen, daf}
wir die Erfiillungsmenge direkt ablesen kénnen.

22+ 6x—7 < 0
2246 —T+T7T < 0+7
22 + 6x < 7
2+ 6z +(5)? < 7+ (%)?
(z + 3)? < 16
|z + 3| < 4
r+3 < 4
und
—x—3 < 4
T < 1
und

T > -7
-7 <z < 1

Fiir die Lésungsmenge ergibt sich:

{+7} Additionsregel

Zusammenfassen

{Jr(g)Q} Additionsregel / quadrat.Ergdnzung
Zusammenfassen

Bilden der 2. Wurzel

Wir verwenden die libersichtliche Betragsschreibweise!

f. t+3>0

f. £+ 3 <0  Definition ,Betrag"
f. x> -3
. r<—3 Umformungsregeln f. Ungl.

Zusammenfassen

L ={z|(z€R)A(x>-T)A(x <1)} oder

L =]-71]

Aufgabe 36

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Ungleichungen:
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Bevor wir mit dem n#chsten Abschnitt beginnen, geben wir zunéchst
die mit diesem Kapitel angestrebten Lernziele an:

Lernziele zum Kapitel 2 ,,Potenz- und Wurzelrechnung, Expo-
nentialgleichungen und Logarithmen, Trigonometrie‘

Nach dem Bearbeiten dieses Kapitels sollten Sie

e die Regeln fr Potenzen (Wurzeln als Spezialfall) und Logarithmen
kennen und beim Lsen von Gleichungen anwenden knnen

e und elementare Stze, die fr allgemeine und insbesondere fr recht-
winklige Dreiecke gelten, kennen und anwenden knnen; dazu zhlen
neben den elementaren Stzen aus der Geometrie (wie z.B. der Satz
des Pythagoras) insbesondere die Beziehungen Sinus, Kosinus,
Tangens und Cotangens im rechtwinkligen Dreieck und der Sinus-
und Kosinussatz im allgemeinen Dreieck.




o7

2 Potenz- und Wurzelrechnung, Exponentialglei-

chungen und Logarithmen, Trigonometrie

Ziel dieses Abschnittes ist die Behandlung von Ezxponentialgleichun-
gen und der Logarithmusrechnung. Als notwendige Voraussetzung
werden zundchst die Regeln der Potenzrechnung wiederholt. Die Re-
geln der Wurzelrechnung ergeben sich dabei als Spezialfall.

2.1 Potenz- und Wurzelrechnung

Potenzen werden schon in der fiinften Klasse fiir den Fall definiert, daf3
der Exponent (die Hochzahl) eine natiirliche Zahl ist. Der Ausdruck
a™ bedeutet dann bekanntlich, daf3 die Zahl a n-mal mit sich selbst zu
multiplizieren ist. Mit Hilfe der Gesetze der Bruchrechnung lassen sich
daraus einige Rechenregeln ableiten, z. B. fiir den Fall m > n und a # 0
die Regel

Potenzen lassen sich aber auch dann interpretieren, wenn der Exponent
eine negative Zahl oder ein Bruch ist. Wenn z. B. die obige Regel allge-
mein gelten soll, folgt zunéchst

gi — 5477 — 5*3

54 1

Andererseits ist nach den Regeln der Bruchrechnung 2- = =, so daf

573 = 5% folgt. Allgemein gilt

Eine &hnliche Uberlegung fithrt auf die Festlegung an = Va.

Die wichtigsten Regeln der Potenzrechnung lauten:

Fir a, b, =, y e R und a, b > 0 gilt:
(1) a®-a¥ =a""¥ z.B. 32.35 =37
a® 37
@) L g B Loy
a
3) (a-b)*=a"-b" zB. (3-4)°5=3%.4°
(4) (a®)¥ =a"¥ z.B. (23)% =234 =212
Insbesondere gilt:
L, 3
(5) a’=1 z.B. 30_322_37—1
1 50 1
—r _ -4 _g0-4 _ 2 _
(7) a%:\/a»fﬁrne\N zB. 32.32=3=1+3-3

Regeln der

Potenzrechnung;

»echt reelle Exponenten
sind damit noch nicht moti-
viert!
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Die Regeln (1) - (6) gelten insbesondere fiir z, y ¢ N und a, b € R.
Diese Regeln erlauben auch die Interpretation beliebiger Bruchzahlen

als Exponenten. Als Beispiel wihlen wir den Ausdruck a3

a?)” %
(=

wln
S|

1)

Aufgabe 37
Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke mit a,b > 0 :

(a

Q

(b) a®
(c
(d

[§]

)
)
)
)
(e)
(f)
(g)
(h)
(i)
(J)

3
O
Va?

Aufgabe 38

Vereinfachen Sie (a, b, x, y seien positiv):

(1522y~3)~*
a’) (25$3y76)72

3,,—3\—2

¢) (Va2 — Vab+ Vo2)({/a + Vb)
d) (Va+b—vb)(Va+0b+vb)
¢) (L+ V& +Va? + Vad)(l - Vz)
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Aufgabe 39

Erweitern Sie so geschickt (3. binomische Formel),
daf im Nenner keine Wurzeln stehen (a, b positiv)

avb—by/a
a) b

2b
b) Vam-vas

b
) e

Aufgabe 40

Oft ist es niitzlich, Gré8en in Bezug auf eine bestimmte Einheit mit Hilfe
von Zehnerpotenzen zu schreiben. So gibt man z. B. den geschétzten Ra-
dius des Universums in Metern als 106 m anstelle von
100000000000000000000000000 m an. Fiir manche Zehnerpotenzen gibt
es bestimmte Ausdriicke, die einer beliebigen Einheit vorangestellt wer-
den konnen und die Multiplikation mit dieser Zehnerpotenz bewirken:

Ausdruck | Zeichen Zehner-
potenz
Tera T 1012
Giga G 10°
Mega M 106
Kilo k 103
Hekto h 102
Dezi d 1071
Centi C 1072
Milli m 1073
Mikro L 1076
Nano n 1079
Piko p 1012

(a) Man schétzt, dafl die Gesamtzahl der Protonen und Neutronen im
Universum in der Gréfenordnung 1080 liegt!'3. Die Sonne enthiilt
etwa 10°” Protonen und Neutronen. Geben Sie eine Schiitzung fiir
die Zahl der Sterne im Universum unter der Voraussetzung an, dafl
der Grofiteil der Masse des Universums in den Sternen konzentriert
ist und die mittlere Grofle eines Sterns der der Sonne entspricht.

(b) In einem Haushalt seien zur Zeit die folgenden elektrischen Gerite
eingeschaltet: 8 Glithlampen mit einer Leistung von jeweils 100
Watt, eine Waschmaschine (1,3 kW) und ein Staubsauger (400
W). Wieviele solcher Haushalte konnte ein Kraftwerk mit einer
Leistung von 800 MW versorgen?

13ygl. Kittel, C.: Berkeley Physik Kurs, Teil 1 Mechanik, 3. Aufl., Braun-
schweig/Wiesbaden 1979, S. 1.

Zehnerpotenzen
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(c) Bei verschiedenen Experimenten werden die folgenden Wege in den

ebenfalls angegebenen Zeiten zuriickgelegt:

Weg ‘ Zeit

14 mm | 2 ns

6 mm | 3 ps
4 Gm | 200 s

Geben Sie die jeweilige Durchschnittsgeschwindigkeit v in <, kTm

an. Bei welchem Experiment wurde die geringste Ge-
schwindigkeit ermittelt? Bei welchem Experiment liegt ein Mef3-
fehler vor?

km
U.Hd Yy

Bevor wir uns den Exponentialgleichungen zuwenden, wollen wir dem
Titel dieses Unterabschnitts Geniige tun und uns mit der Wurzelrech-
nung befassen. Im Grunde haben wir bereits alle notwendigen Regeln
zur Verfiigung, denn Wurzeln kénnen ja immer als Potenzen ausgedriickt
werden. Dennoch geben wir einige Regeln auch noch in Wurzelschreib-

Regeln der
Wurzelrechnung

weise an:

Fir natiirliche Zahlen m und n sowie reelle Zahlen a und b
(a, b>0) gilt:
(1) F = Ya- Vb
f

Aufgabe 41

Vereinfachen Sie:

a) V4.2

b) V/81-V9

d)

3\2/9>3

/5120
1\0/5

f) V48

Aufgabe 42

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke (z, y, a, b seien positiv):
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a) /Vr

b) 5. T

C) 7/ Vz2La+x21h
Va+b

2.2 Exponentialgleichungen

Eine wichtige Anwendung der Potenzrechnung ist die Beschreibung von
Wachstumsprozessen mit Hilfe von Exponentialgleichungen. Diese sind
dadurch gekennzeichnet, daf3 die Variable als Exponent oder als Bestand-
teil des Exponenten auftaucht.

Als erstes Beispiel stellen wir die Beschreibung eines biologischen Wachs-
tumsprozesses vor. Danach werden wir als weiteren Anwendungsfall die
bekannte Formel fiir den Zinseszins untersuchen.

Ein See ist mit Algen verschmutzt. Die Algen verdoppeln sich flichenmé-
Big an einem Tag. Zur Zeit nehmen die Algen 1 cm? der Gesamtfliche
des Sees ein.

Mit diesen Angaben koénnen wir eine Tabelle {iber den Wachstumsverlauf
dieser Algen erstellen:

Tage ‘ Flache der Algen

0 1 cm?
1 2 cm?
2 4 cm?
3 8 cm?

Hieraus konnen wir eine Beziehung zwischen der Anzahl der Tage und

der Algenfliiche ableiten: Nach n Tagen ist die Fliche 2" cm? groB,(n ¢N).

Wir kénnen auch Aussagen iiber bereits vergangene Tage machen. Wenn
die Algenfliiche sich téglich verdoppelt und z. Z. 1 cm? betriigt, miissen

die Algen vor einem Tag eine Fliche von %ch, vor zwei Tagen eine

Flache von %ch eingenommen haben. Diese Werte erhalten wir auch,

wenn wir in den Ausdruck ,,2" cm?“ fiir n die Werte -1 und -2 einsetzen:

Tage | Fliche der Algen
0 20cm?=1 cm?
-1 271 em?=0.5 cm?
-2 | 272 em?=0.25 cm?

Der Ausdruck liefert auch sinnvolle Werte, wenn wir uns nicht auf ganze
Zahlen beschrinken und zum Beispiel Briiche fiir n einsetzen: 4

H4Beispielsweise kann man den fiir n = % errechneten Wert wie folgt interpretieren:
Die Algenfliche zum Zeitpunkt Null betriigt 1 cm?. Nach der Formel erhalten wir
fiir die Fliache nach einem halben Tag den Wert V2 cm?. An einem halben Tag hat
sich die Fldche also ,,verwurzelzweifacht* . Nach einem weiteren halben Tag kommen
wir durch eine weitere ,, Verwurzelzweifachung“ des Wertes v/2 cm? zu der tatséchlich
nach einem ganzen Tag vorhandenen Fliche: v/2 cm? /2 = 2 cm?.

Beispiel 1
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Tage | Fliche der Algen
0 20 cm?=1 cm?
% 2%01112 =/2 cm?
i 2i cm?

1 2 cm?

Insgesamt ergibt sich fiir die Beziehung zwischen der Anzahl der Tage
und der Fliche der Algen: Nach x Tagen ist die Fliche 2% cm? grof,
(z € R). Dieser Wachstumsprozess 1a8t sich durch die Exponentialglei-
chung mit

F = 2% cm?

beschreiben, wobei z die Zahl der Tage und F' die Algenflache ist.

Grafisch 1é83t sich der Zusammenhang von z und F' wie folgt veranschau-
lichen:

F F =29

/

Jetzt kommen wir zu dem bereits angekiindigten Beispiel des Zinses-
zinzes. Wenn ein Kapital Ky zum Zinssatz ¢ angelegt wird (Beispiel:
i =5% = 0,05), dann betréigt das Kapital nach einem Jahr

Ky :Ko—l-ZKO:Ko(l—I—Z)
Nach einem weiteren Jahr betrigt es
K2:K1—|-’LK1:K1(1+Z>=Kg(1+2)2 ,

und allgemein gilt fiir das Kapital nach n Jahren die Exponentialglei-
chung
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Wenn allerdings die Zinsen nur jéhrlich gutgeschrieben werden, diirfen
wir fiir n nur ganze Zahlen einsetzen. Die Zahl n darf dabei durchaus
negativ sein; man fragt dann nach dem Kapital, dafl vor einer bestimm-
ten Zahl von Jahren vorhanden war, wenn das Kapital heute K betragt.

Oft wird als Basis die sogenannte Eulersche Zahl e (e =~ 2, 7183) gew#hlt.
Der Grund hierfiir liegt in erheblichen Rechenvereinfachungen in der Dif-
ferentialrechnung. Wir kénnen im Rahmen dieses Kurses darauf nicht
weiter eingehen.

Aufgabe 43

Zum Zeitpunkt n = 0 betrdgt das Guthaben auf einem Sparkonto
1.212,75€. Der Zinssatz ist 5% . Wie grofl war das Guthaben vor zwei
Jahren, wenn keine Einzahlungen oder Abhebungen vorgenommen wur-
den? Wie grofl wird es in drei Jahren sein?

Aufgabe 44

Das Miillaufkommen einer Stadt steige jahrlich um einen festen Prozent-
satz. In zwei Jahren ist die Miillmenge um 8,16 % gestiegen. Wie grofl
ist die jahrliche prozentuale Zunahme des Miillaufkommens?

Aufgabe 45

In einem Labor ist eine Bakterienkultur angelegt worden. Diese Kultur
verdreifacht ihre Masse jede Stunde.

(a) Angenommen die Kultur hat zur Zeit die Masse 1 g.

Welche Masse hat sie nach 1 Stunde, 2 Stunden, 3 Stunden und
nach 0.5 Stunden ?

Stellen Sie diese Werte in einer Wertetabelle zusammen.
Geben Sie eine Exponentialgleichung an, die dieses Wachstum be-
schreibt .

(b) Nehmen Sie jetzt an, daf§ die Kultur zur Zeit die Masse 2 g hat.

Wie lautet die Exponentialgleichung, die dieses Wachstum be-
schreibt ?

Verallgemeinern Sie diese Exponentialgleichung fiir eine Anfangs-
masse Agp.

(¢) Nehmen Sie nun an, die Kultur verdreifacht ihre Anfangsmasse 1
g nur alle 10 Stunden.

Wie lautet in diesem Fall die Exponentialgleichung 7

Eulersche Zahl e
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Es gibt auch Situationen, in denen die Basis kleiner als 1 sein kann.
Nehmen Sie beispielsweise an, ein Gebrauchtwagen habe einen Wert von
10.000€ und verliere pro Jahr 20% seines Wertes. Dann kann der Wert
nach z Jahren beschrieben werden durch

W (z) = 10.000€ - 0,8"

Nach einem Jahr betragt der Wert also 8.000 €, nach zwei Jahren 6.400 €.
Auch das Einsetzen negativer Werte fiir x ist sinnvoll: Vor einem Jahr
betrug der Wert 10.000€ -0,8~! = 12.500€.

Aufgabe 46

Die Intensitéit I des Tageslichtes nimmt in einem Meer alle 5 m um 50%
ab. Ist es dann noch moglich, mit einer Unterwasserkamera, die 65%
des Tageslichts I braucht, in einer Tiefe s von 3 m gute Aufnahmen zu
machen ?

2.3 Logarithmen

Hiufig kommt es vor, daf in einer Exponentialgleichung wie F' = 2% cm?

der Wert fiir F' vorgegeben und nach dem Exponenten gefragt wird. Die
Frage lautet dann: Wie lange dauert es, bis eine bestimmte vorgegebene
Fliche (z. B. 100 cm?) bedeckt ist?

Dieses Problem 16st man mit Hilfe von Logarithmen. Unter dem Loga-
rithmus einer positiven Zahl a zur Basis b (log;, a) versteht man diejenige
Zahl z, fiir die b* = a ist. Dabei ist auch b stets eine positive Zahl.

Beispielsweise ist log, 8 = 3, denn 2% = 8. Es ist log, % = —2, denn
—2_ 1
477 = 4.
b* = a
z = logya
Aufgabe 47

Berechnen Sie
(a) logz9 =
(b) log;3169 =
(c) logs % =
(d) logs1 =

(e) log; 7°' =
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Aufgabe 48

Losen Sie nach z auf bzw. berechnen Sie:
a) 2% =64
b) 2-3% =162

) 25 +19 = 24

d) logsz =4
e) logysz =3
f) logi r=-b
g) log, 16 =4
h) log, 1 = -3

i) log, 625 =4

Die folgende Grafik veranschaulicht den Zusammenhang zwischen einer
Zahl x und ihrem Logarithmus zur Basis e:

y = log, ()

Rechenregeln fiir Loga-
Fiir jede Logarithmusfunktion gelten die folgenden Bezie- rithmen

+ +
hungen mit u,v e R , 7 e R undaeR \{1}:

log,(u-v) = log,u+log,v
u

log, — = log,u—log,v
v

log,u" = r-log,u
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Aufgabe 49
Vereinfachen Sie
(a) log,2+log,3 =
(b) log, 12 —log, 3 =

)

(c) log, 7+ 2log, 13 —log, 91 =

d) 4logy 5 —3logy 2 + logy 7 =

e) 6log, u — (log, v+ log, w) =
a, u, v, w positiv, a # 1

f) alnz —3lny+clnz =
x, Yy, z positiv, a, b, c€ N

Bei der Berechnung von Logarithmuswerten mit einem Taschenrechner
fallt auf, daf dieser in der Regel mit zwei Logarithmusfunktionen, 1g und
In arbeitet.

lg bezeichnet den Logarithmus zur Basis 10 und In den Logarithmus zur
Basis e.

Werte von Logarithmen zu anderen Basen konnen wir mit Hilfe der
folgenden Formel berechnen:

, Umrechnungsformel *
fir Logarithmen Fir alle ¢ R und a,be R \ {1} gilt:
logy =
1 ==
©8a log, a

Den Wert logg 164 kénnen wir folgendermaflen berechnen:

lg 164
logg 164 = =———— =~ 2.453
083 lg 8
oder In 164
n
logg 164 = ~ 2.4
ogg 16 8 53
Aufgabe 50

Bestimmen Sie mit Hilfe eines Taschenrechners (auf 4 Stellen nach dem
Komma genau)

(a) logy 17 =
(b) log% 13 =

(c) 10%4% =

Aufgabe 51

Das Miillaufkommen einer Stadt wachse jahrlich um 4 %. Nach wieviel
Jahren hat es sich verdoppelt?
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Aufgabe 52

a) Losen Sie die Formel K,, = Ky - (1 + )™ nach n auf.

b) Ein Kapital Ky = 8.000€ werde zu einem Zinssatz von ¢ = 0,07
angelegt. Nach wieviel Jahren ist es auf 11.220,41 € angewachsen?

2.4 Losen von Exponentialgleichungen

Gleichungen, bei denen die Variable im Exponenten erscheint, heiflen
Exponentialgleichungen. In einfachen Féllen kann man diese exakt 16sen.

1. Beispiel:
—25+11-5" = 3-5%+975
& 8.5 = 1000
& 57 = 125
& x = logs125
& r = 3
2. Beispiel:
33x = 927. 3x+5
= 33:c — 33 . 333+5
= 351 — 3x+8

Da die Basen gleich sind, folgt

3r = x+8
& 2 = 8
& x o= 4
3. Beispiel
6x+3 — 11 . 321‘

Beide Seiten sind positiv. Logarithmiert man beide Seiten, so sind diese
Zahlen auch gleich:

lg67t3 = lg(11-3%7)

& (x+3)lg6 = lgl1l+2z1g3

& xlgb+3lg6 = 1gll+2x1g3

& xlgb—2x1lg3 = 1gl1l1—31g6

& z(lgb—21g3) = 1g11—3Ig6

PN . lg11-31g6 _ 18 lggz
lg6—2-1g3 1gg - 1g§

Mit dem Taschenrechner kann der Wert ermittelt werden.
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Aufgabe 53

Bestimmen Sie die Losungen:

a
b

C

)
)
)
)

d

3-5%—=9375 =0
5-4% + 3050 = 17 - 4% — 22
7:1:—5:75—90

73x+1 =5. 3x—3

Schwierigere Aufgaben:
Fiir welche reellen z gelten die folgenden Gleichungen?

r'8 =1

T8 = 1

=z (z>0)

Wo ist der Fehler?

Einer rechnet:

Aus (3)3 = (5)* folgt 43T = 53+
=4=5
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2.5 'Trigonometrie

Gegenstand dieses letzten Kapitels ist die Anwendung von Sditzen, die
i allgemeinen Dreiecken und insbesondere in rechtwinkligen Drei-
ecken gelten. Zu den wichtigsten Sdtzen zdhlen der Satz des Pytha-
goras, der Sinus- und der Kosinussatz. Die zuletzt genannten beiden
Sdtze basieren auf den Winkelfunktionen Sinus und Cosinus.

Zunichst mochten wir an einem Beispiel eine Anwendung von Winkel-
funktionen im rechtwinkligen Dreieck demonstrieren:

Problem:

Auf einer Geburtstagsfeier soll mit Sekt angestofien werden. Die Gast-
geber iiberlegen, ob sie fiir insgesamt acht Personen mit e i n e r Flasche
Sekt hinkommen, wenn man von einem Inhalt von 0,7 1 ausgeht, oder
ob sie zwei Sektflaschen besorgen miissen.

Sie mo6chten also wissen, ob der Sekt im Glas noch hoch genug steht,
wenn sie den Sekt einer Flasche an alle Personen gleichméfig aufteilen.
Am Glasrand 148t sich ein Durchmesser von 7 cm und im Glasinnern
eine Hohe von 13 cm abmessen.

Frage: Wie liaf3t sich das Problem 16sen?
Haben Sie eine Idee? Hier ist etwas Platz zum Probieren.



Sinus
Cosinus

Tangens
Cotangens
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Loésung:

Als erstes kénnen wir schnell berechnen, wiewiel Sekt jeder Teilnehmer
der Geburtstagsfeier bekommen wiirde:

Es sind 0,71 = 700 ml; 700 ml : 8 = 87,5 ml = 87,5 cm?

Weiter gilt fiir die Berechnung des Volumens eines geraden Kegels:
VKegel = % - -r2.h . Mit h konnen wir berechnen, wie hoch der Sekt
im Sektspitz stehen wiirde.

In dieser Gleichung kommt aber noch eine weitere ,,Unbekannte* vor (r),
so dafl wir an dieser Stelle noch nicht die gewiinschte Losung ablesen
konnen.

Mit den Abmessungen des Glasinnern ist aber ein Seitenverhiltnis im
rechtwinkligen Dreieck gegeben:

Wir erinnern zunéchst an die Seitenverhéltnisse im rechtwinkligen Drei-
eck:

In einem rechtwinkligen Dreieck héngen die Verhéltnisse der Seitenldngen
zueinander ausschlieflich vom Winkel a ab. Das Verhéltnis ¢ wird als
Sinus von « (Schreibweise: sin «) bezeichnet (,, Gegenkathete durch Hy-
potenuse®), das Verhéltnis  als Cosinus von « (cos «, ,Ankathete durch
Hypotenuse®), das Verhéltnis ¢ als Tangens von « (tan «) und das
Verhiltnis ¢ als Cotangens von « (cot «). Die jeweiligen Werte konnen
Tabellen entnommen oder mit Hilfe eines Taschenrechners ermittelt wer-

den.
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Im rechtwinkligen Dreieck gilt:

sinae = g
h
a
cosa = —
h
tana = &
a
cotae = —;

es gilt folgende Entsprechung:
a = Linge der Ankathete,
g = Lénge der Gegenkathete,

h = Linge der Hypotenuse

Nun sind die fiir die Problemlosung erforderlichen Definitionen bereit-
gestellt. Im rechtwinkligen Dreieck gilt:

tanaw = 72 / und es gilt :
T
tan o 5
== r = tana-h
— T _ r
ho h
= r = 2-h
0
1 2
- VKegel = g-m-rT -h
1 2
=  VKege = 13- (iTO ~h)*-h
2
1 T
— VKegel = 3 7 h% k3
: h3 — 3 VKegel h
T 7"0
— — /3. Viegarhf
ol
_ 87, 5cm3 87,5cm?-(13cm)?
h - \/3 T (3,5cm)2
87, 50m3 169cm?2
h \/3 m-12,25cm?
= h 10, 5em

Antwort: Mit einer Hohe von gut 10 cm mag die Sekthohe auch | fiir
das Auge“ ausreichen, um auf der Geburtstagsfeier anzustofen.
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FEinige konkrete Werte von Sinus, Cosinus, Tangens und Cotangens las-
sen sich auch ohne Tabellen und ohne Taschenrechner ermitteln!

Aufgabe: Ermitteln Sie doch einmal den tan 45°.
(Tip: Betrachten Sie ein geeignetes Dreieck!)

Probieren Sie es doch gleich einmal!
Losung;:

Dazu betrachten wir ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck.

o__gno
180 . 90° _ 450

und ¢c=a

Es gilt: a =
tan45° = ¢ =2 =1

¢

Aufgabe 54

Wir haben tan45° (ohne Taschenrechner oder entsprechende Hilfmittel)
bestimmt. Ermitteln Sie sin 30° ebenfalls ohne Taschenrechner.
Tip: Betrachten Sie ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlénge 1.

Aufgabe 55

Leiten Sie die folgende Formel fiir den Flidcheninhalt des gemusterten

Kreisabschnittes her:
2

A= ma r? sin (g) cos (9)
360° 2 2




2.5 'Trigonometrie 73

Fiir beliebige Dreiecke gelten die folgenden beiden Sétze:

Sinussatz
In einem beliebigen Dreieck gilt:
sinaa
sin 3 b Sinussatz
sinaa
siny ¢
sinf b
siny ¢
Kosinussatz
In einem beliebigen Dreieck gilt:
a> = b + & — 2bc - cosa
Kosinussatz
¥ = a® + & — 2ac - cosB
A = a®> + b — 2ab - cosy
Als Spezialfall des Kosinussatzes ergibt sich fiir ein rechtwinkliges Drei-
eck der Satz des Pythagoras:
»Satz des Pythagoras*
Satz

In einem rechtwinkligen Dreieck mit den Seitenldngen a, b
und ¢ (c sei die Hypotenuse ) gilt:
a? +v? = 2.

des Pythagoras
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Problem

Fiir einen Raum mit einer Deckenhthe von 2,56 m soll ein Kleider-
schrank angefertigt werden. Bedingt durch die réumlichen Vorgaben soll
der Schrank genau 60 cm tief sein (seine Breite betrigt mehr als 60 cm!).
Um nun den gréftmoglichen Stauraum zu erzielen, sollte der Schrank
moglichst hoch sein. Wie hoch darf er aber hochstens sein, damit er sich
im Raum noch aufrichten 148t, wenn er vollstindig zusammengebaut
ist?

2586 m

Losung

Offensichtlich darf die Diagonale im abgebildeten Querschnitt des Schran-
kes eine Lénge von d=2,56 m nicht iibersteigen (siehe Abbildung unten).
Die Tiefe des Schrankes betrdgt b=60 cm= 0,6 m. Dann l&8t sich die
Schrankhohe h mit Hilfe des Pythagoras errechnen.

Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

= & = V+hr

— h = -

= h = Vd?-0b? / d=2,56m, b=0,6m
— h = /2,562m2 — 0, 62m?

— h = /6,5536m2 — 0, 36m>

= h =~ 2,48m
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Aufgabe 56

Der Satz des Pythagoras folgt aus dem Kosinussatz! Warum?

Aufgabe 57

Wenn Sie den Flidcheninhalt des unten abgebildeten Quadrates mit der
Seitenléinge ¢ als Summe der Teilflichen ausdriicken, gelangen Sie zu ei-
nem verbliiffenden Ergebnis.

Aufgabe 58

In ein Quadrat der Seitenlénge a sollen zwei gleich grofie Kreise mit
moglichst groflem Fléacheninhalt einbeschrieben werden. Wie grof3 ist ihr
Radius?
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Aufgabe 59
Zeigen Sie die Giiltigkeit der folgenden Gleichung!

(sina)? + (cosa)? =1

Anleitung: Betrachten Sie dazu das rechtwinklige Dreieck auf Seite 52
und setzen Sie h = 1. Wenden Sie den Satz des Pythagoras auf dieses
Dreieck an und formulieren Sie den Sinus und Cosinus fiir a.

Aufgabe 60

Zeigen Sie, dafl der Flicheninhalt des unten abgebildeten Rechtecks
gleich dem Produkt aus ¢; und cs ist, indem Sie die Summe der
Flécheninhalte der Teilflichen bilden.

Hinweis: Es ist der ,trigonometrische Pythagoras® anzuwenden.

R

Aufgabe 61

In einem beliebigen Dreieck sind die folgenden Grofien gegeben:
(a) b=161m, ¢ =117m, v = 28, 1°
(b) a =301mm, b =402mm, ¢ =512mm.

Berechnen Sie bitte die iibrigen Stiicke.

Aufgabe

Bestimmen Sie den Winkel, den zwei aneinandergrenzende Seitenflichen
eines Tetraeders einschlielen.

Tip: Gehen Sie von einem Tetraeder mit der Kantenlédnge 1 aus.
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Losung

FEin Tetraeder ist ein Korper, der von vier gleichseitigen Dreiecken be-
grenzt wird. Wir veranschaulichen uns die gestellte Aufgabe zunichst
in einer Skizze, der zu berechnende Winkel « ist eingezeichnet. (linkes
Bild). Um die Grofle des Winkels a berechnen zu kénnen, benotigen wir
zunéichst die Hohe h (mittleres Bild).

Unter Beriicksichtigung des ,, Tips“, als Kantenldnge 1 zu wihlen, gilt
nach dem Satz des Pythagoras:

h2 + (%)2 — k2
— h? = 32
= h = 3V3k k=1
Nun kénnen wir o mit Hilfe des Kosinussatzes berechnen (rechtes Bild):
k2 = h*+h?—2-h-h-cosa
= kK’ = 2h?—2h%cosa
— k2 = 2h%(1 —cosa)
2
= cosa = 1—2]‘;12 [ k=1 h=1V/3
= cosa = 1-— é
2
= cosa = %
= a =~ 70,53°

Antwort: Zwei aneinandergrenzende Seitenflichen eines Tetraeders schlie-
Ben also einen Winkel von 70, 53° ein.
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Lésungen der Ubungsaufgaben

Aufgabe 1
Die folgenden Behauptungen sind wahr:

a) 1 e€Tis

C) und 14 ¢ T156.

Aufgabe 2

Abb. Veranschaulichung im Mengendiagramm

Aufgabe 3
a) Tg4ﬂT90:{1,2,376}
b) Too\Tss = {5,9,10,15,18,30, 45,90 }

Aufgabe 4

a) (TsaNTy)\ {1,4,13}
={1,2,3,6}\{1,4,13}
={2,3,6}

b) (TsaUTgo)N{1, 4, 13}
={1,2,3,4,5,6,7,9,10,12, 14,15, 18, 21,
28 ,30,42,45,84,90}n{1,4,13}

:{154}

c) Too N (Tga UTyp))
=Too={1,2,3,5,6,9,10,15, 18,30, 45, 90 }
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d)

—~

(T34\To0) U (Too\Tz4)) N T7o

({4,7,12, 14, 21, 28, 42, 84 }U{5, 9, 10, 15, 18, 30, 45, 90 })N
1,2,5,7,10, 14, 35, 70 }
(4,5,7,9,10,12, 14, 15, 18, 21, 28, 30, 42, 45, 84, 90 }n
1,2,5,7,10, 14,35, 70 }

(5,7,10, 14}

4

=1 =1

Aufgabe 5

a) Ay ={1,2,3}

b) Ay ={-2,-1,0,1,2}
c) Az ={4,5}
)

d) Ay ={3}
Aufgabe 6
a) | ! ! ! ! ! —— ! ! !

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Aufgabe 7

a) 3€ Q (wahr),

b) 3 € [-5,2] (falsch),

¢) 3€(0,4) (wahr),

d) 3 €[-1,3] (wahr),

e) 3 €[—1,3) (falsch),

f) 3 € (—1,3] (wahr),

g) 3€ 1,4 n[2,5] (wahr),
h) 3 €[1,2]N[3,4] (falsch),
i) 3€[1,2]U[3,4] (wahr),
j) 3 €[1,2]\[3,4] (falsch),
K) [1,21\3,4] = {} (falsch),
1) [1,3] € [0,6] (wahr),
m) [2,3] C (2,5) (falsch),
n) [2,4]N[3,5] C [2,5] (wahr),



Aufgabe 8
a) 3m+7,2n
) 8a+4b
) @+ 3z?y
d) 12,5p% + 35p
) 4023 + 10232
) 10z + 5y + 8z + xy

Aufgabe 9
a) Tx - (a+ 2b)
b) 2ab- (3a + 4b)
622y (4x + 3)
13z - (3a®x + 5b* + T2?)

C

)
)
d)
)

e) 0,14r(s + 3r + 25?)
Aufgabe 10

a) a® — 4ac
15ba: — 3b% 4 12b
—9acx + Yaxy + 15ax

)
)
d) —3a?2? + 3acx — dazy
) —5c? + Tac — 4cx

)

20defg — 18d%f — 6d2ef

Aufgabe 11
a) 2ef(2d — be)
) 4def(5d — 4e)
) Be(4f? + 1+ 3dg)
d) 5c(4 — 5b + 3be)
) 6a(6b+ 1+ 8ab?)
) 12ac(5ab* + 3 + 7d?)

Aufgabe 12
a) —10x + 4y + 62
) 21m + 25n — 162
c) bdp — 15¢q
) —17b+ 5¢
)

-3, 6axy
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Aufgabe 13
(a—10b)-(2x+y)
11z - (y + 3a — 22)

)
)
o) (z+y)? (z+y—1)
)
)

f) (b—c)-(b*—=c*) = (b—c)?-(b+¢)

Aufgabe 14

(a+b)?* = (a+b)-(a+b)
a-(a+b)+b-(a+b)
a? + ab + ba + b?

= a®+ 2ab+b?

(a—b)? = (a—0b)-(a—0)
a-(a—0b)—b-(a—0)
a’® — ab — ba + b?

= a®>—2ab+b?
(a+b)-(a=b) = a-(a—b)+b-(a—0D)
= a%?—ab+ba—1?
_ a2—b2

Aufgabe 15
a) 0,3d2—17,9d — 6
b) 4¢? + 2¢ — 2
c) —0,1d% +3,9d + 4

e) —0,16a%b® +0,64ab — 0,6

)
)
d) 8a%® + 11,6ab — 0,6
)
f)

—7d?e? 4 41de%g — 30e2g>

Aufgabe 16
a) 4— 0,360
b) 4+ 5,6b+ 1,96b
c) 9a% —5,4a +0,81
d) 1,44a2 — 0,48ad + 0, 04d>

e) 0,25a2 + 0,2ay + 0,04y



Aufgabe 17
a) (7a+ 3y)?
b) (0,8a + 2¢)(0,8a — 2¢)

c) (6a—1,4d)(6a + 1,4d)

) (
) (
d) (4a — 9cy)?
) (
) (

e) (0,3d+0,99)(0,3d — 0,9g)
f) (3de + 7g)*
Aufgabe 18
a) (d—6g)? = d? —12dg + 36g>

3a + 4c)? = 9a? + 24ac + 162
a+5)?=a?+10a+ 25

) (
) (
d) (7d — 9e)? = 49d? — 126de + 81¢>
) (d —3e)? = d? — 6de + 9¢?

) (

2d — 0,8¢)2 = 4d? — 3, 2de + 0, 64e>

Aufgabe 19

a) 110;;:)

b) L

Txy

c) 52111

8a”—18b*
d) 2(2a—3b)2

e):—%

2
z°—182+81
f) 9z—81

) —w2+3wy—2y2
&) ZToayty?

Aufgabe 20

=3
N~—
o

c) bz — 8y

25024967 _ 5%a2-7%% _ (5a)°—(7b)* (3-Binom) (5a47b)-(5a=7b) _ £ _ 7,
5at7b  —  S5at7b  bat7b = (5at7b) =

_ 5a+T7b
3

9(3x — 22)

9z —4y
45x+28y

)
)
f) =
)
)

83
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Aufgabe 21
a)

16a>—9b°
b) 12ab

Q|w

o) £

12_‘_ 2
d) 5

) z> —2:vy—y2
€ )

c3+cl3
f) 3c2d?

) 2a°+2ab+3b>
&) Taa(az—1?)

Aufgabe 22
a) 10

b) 2

(12a+9b)-(8a—6b) __ 3-(4a+3b)-2-(4a—3b) _ _
c) (4a+30)-(4a—3b) —  (4a+3b)-(4a—3b) 3:2=6

Q)

) (18a%—50b6%)-(3a2—108b2) _ (18a%+430ab—30ab—50b2)-(3a%+18ab—18ab—108b2)
€ (3a—5b)-(a+6b) = (3a—5b)-(a+6b)

6a+10b)-(3a—5b)-(3a—18b)-(a+6b) _ 2(3a+5b)-3(a—6b
= (batl0):(BaB) (B SnlaxCh)  20a5030e=00) — 6(342 — 13ab—300°)

f) 3ac

g 1
Aufgabe 23

SITERE P SOURE SRR S

b) S5 =32
Aufgabe 24

a) T = 1, To = 2
b) xr1 = ]., Tog = -3
_ 3—V21

T = 2

3+v21
2 )

I =

371:2, .%'2:—1

Diese Gleichung hat keine (reelle) Losung.

@
~— ~ ~ ~ ~
K
—
|
wlut
8
&}
I
|

=3
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Aufgabe 25
a) x1 = —bH, x9 =7
b) x; =5, x5 =13
c¢) Diese Gleichung hat keine (reelle) Losung.
d) Diese Gleichung hat keine (reelle) Losung.
e) x=-9
f) 21 = -8, 290 = —4
g) x1 =3, 12=06
h) 21 =5, 20 =38
i) Diese Gleichung hat keine (reelle) Losung.
i) @1 =10, 2y = —7
k) ©1 =-9, 25 = -8
) 21 =-9, o =—6
Aufgabe 26
a) Die Gleichung hat keine Losung, wenn —v/8 < m < /8 gilt und genau

eine Losung, wenn m = V8 oder m = —+/8 ist. In den anderen Fillen
gibt es zwei Losungen (Anmerkung: Es ist v/8 = 21/2.).

b) x = 0; es gibt keine weiteren (reellen) Losungen.

)

Wir erhalten z; = 9 und 2o = 4, so daf es vier Losungen gibt: z; =
3, 1o =—-3, x3=2und x4 = —2.

d) 21 =0, 20 =3, 23 =—-3, x4 =2 und x5 = —2.

Aufgabe 27

tq

s

9 = % s, also t1 &~ 1,26 s und t3 ~ 4,86 s.

Aufgabe 28
a) S(3/%)

b

)

S(—1/17)

Aufgabe 29
a)
b)
c)
Aufgabe 30
a)

b

o

d

e

)
) @
)
)

| —925| = 925

| +23,91| = 23,91
T _ 7

| =175 =175

z=0

a:——|—5,1, r=-51

5

.’I}':_ﬁ

+3
Es gibt keine reelle Zahl x, fiir die gilt |z| =

H

=41, z=-1
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Aufgabe 31

Aufgabe 32
(=4) 4 (=6) + (+8) + (+12) = 10

Aufgabe 33

a) Die angegebene Gleichung ist nicht allgemeingiiltig!

Gegenbeispiel: Seien x := —1 und y :=1

2yl =D+ D=0l =0<2=1+1=|=1]+ 1] = |z| +|y|
b) Die angegebene Gleichung ist nicht allgemeingiiltig!

Gegenbeispiel: Seien x := —1 und y :=1

e -yl =) - =[-2[=2>0=1-1=|-1]—[1] = [z - [y|
¢) Diese Gleichung ist allgemeingiiltig.

d) Unter Beachtung der angegebenen Einschrinkung ist diese Aussage all-
gemeingiiltig.

Aufgabe 34
a) L ={z|(z €eR)A(z<6)}

(Angewendete Umformungsregeln: Additionsregel, Zusammenfassen, Mul-
tiplikationsregel (1))

b) L = {z|(x € R) A (z > —5)} (Angewendete Umformungsregeln: Additi-
onsregel, Zusammenfassen, Multiplikationsregel (2))

¢) L ={r|(r e R)A(r > 1)} (Angewendete Umformungsregeln: Additions-
regel, Zusammenfassen, Multiplikationsregel (2))

d) L ={z/(z€R)A (2> —1)} (Angewendete Umformungsregeln: Additi-
onsregel, Zusammenfassen, Multiplikationsregel (2))

Aufgabe 35
oo - 2008 > 100 -600g
= 2r g 2 150 g L = {x|z €[0,100] Az > 75}
= x > 75
Aufgabe 36
a) IL = {x|(sc ER)A((z > 2) oder (z < —3))}
b) L
oL ={}
d) L ={z[(zeR)A (-4 <z <)}
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Aufgabe 37

Aufgabe 38
a) §ig

b)

e) 1—a?

Aufgabe 39
a) Mit /a 4 v/b erweitert erhilt man v/ab.

b) va+ b+ +va —bist das Ergebnis nach Erweitern mit
va+b++va-—b.

¢) a+ va? —bist der Erweiterungsfaktor und das Egebnis.

Aufgabe 40
(a) Bei den gegebenen Voraussetzungen miifite es etwa %ﬁi = 10?2 Sterne
geben.

(b) Da 8100 W + 1,3 - 10> W + 400 W = 2500 W = 2,5 kW gilt, kénnten

800 MW  800-10° W

_ . 3
2,5kw_2,5-103w_320 107,

also 320 000 Haushalte versorgt werden.



88 LOSUNGEN DER UBUNGSAUFGABEN

14 mm 10~3m

m
= = 7 — = 7106 —
vl 2 ns 10—9s S
-3
— 7.106.10 km 7.103k7m
s s
= s g5y g8 M2
3.6-103 -h h
6 mm 10~3m m
= = B — = 2.10° =
2 3 ps 10—12g s
-3
_oguqee Ty e b
s s
k k
= 2.100 —/— = 72.10° -
3.6-103 -h h
4 Gm 109m m
= = 0.02- = 2-.107 —
s 200 s S S
1073k k
— g TRy ek
s S
k k
— 2100 = T2.10° -
3.6-103 -h h

In der zweiten Messung liegt ein Mefifehler vor, da die gemessene Ge-
schwindigkeit grofer als die Lichtgeschwindigkeit (Die Lichtgeschwindig-
keit betrigt etwa 2.998 - 10°2) ist.

Aufgabe 41
a) I8 =2
b) V36 =3
¢) ¥/1,313=1,3
d) Vo3P =V = ¥9=3
e) V1024 =2
f) 3\%@:54—1:%@

Aufgabe 43
Aus K, = 1.212,75€ - 1,05™ folgt

K_5=121275€-1,0572 = 12120 — 1 100€ baw.

K3 =1.212,75€ -1,05% ~ 1.403,91 €.
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Aufgabe 44

Wir bezeichnen das Miillaufkommen zum Zeitpunkt n = 0 als My und die jéhr-
liche Wachstumsrate (wie beim Zinseszins) als 4. Dann gilt fiir das Miillaufkom-
men M (n) nach n Jahren M (n) = My-(1+4)™. Die im Text gebene Bedingung

liefert

Mo-(1+4)? = M,-1,0816
s (1+49)? = 1,0816
Da (1 + @) positiv ist, folgt weiter
(144)% = 1,0816
& 14i = /1,086
N i = 0,04

Das Miillaufkommen wéchst jahrlich um 4 Prozent.

Aufgabe 45
(a) Die Wertetabelle lautet

Zeit Masse
0h lg
1h 3g
2 h 9¢g
3h 27 g
05h | =17¢g

Die Variable n soll die Anzahl der Stunden angeben, die seit der Anlage

der Kultur vergangen sind. Dann lautet die Funktionsgleichung m

fn)=1g-3"
(b) Mit Hilfe der Wertetabelle

Zeit Masse
0h 2g

1h 6g=2-3¢g
2 h 18g=2-9¢g
3h |[bhdg=2-27Tg
0.5h ~34g

erhalten wir als Funktionsgleichung m = f(n) =2 g - 3™.

Allgemein ergibt sich die Funktionsgleichung m = f(n) = Ag - 3™.

(¢) Auch hier hilft eine Wertetabelle

Zeit Masse
0h lg
10 h 3g
20 h 9g
5h | V3gx1Tg
1h | V3gr1llg

Die Funktionsgleichung lautet m

=fn)=1g (V3)"=1g-31.
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Aufgabe 46

Zunéchst bestimmen wir mit Hilfe einer Wertetabelle die Funktion f, die die
Abnahme der Lichtintensitdt I in Abhéngigkeit von der Tiefe s beschreibt.

Tiefe (s) | Intensitét (1)
0 m 100 %
5m 50 %
10 m 25 %
25m | 25100 % ~70.7 %

Als Variable z wéhlen wir die Anzahl der Meter. Die Funktionsgleichung lautet
I = f(z) = 100 % - (3)%. Der Funktionswert fir z = 3 ist I = f(3) =
100 %(3)% =~ 66 %.

Man kann in der Tiefe von 3 m noch gute Aufnahmen mit der Kamera machen.

Aufgabe 47
(a) logs9 =2, denn 3% = 9.

(b) log;3 169 = 2, denn 132 = 169

(c) logg § = —2, denn 372 = §

(d) logs1 =0, denn 5° =1

(e) log; 7°! =51, denn 75! = 7°!
Aufgabe 48

a) ©=log,64 =06

b) x =log;81 =4

Aufgabe 49
(a) log,2+log,3 =1og,2 -3 =1log,6
(b) log, 12 —log, 3 = log, % =log, 4
(c) log, 7+2-log, 13 —log, 91 = log, T52- 13 = log, 13
d) logy (%)
)
)

C

log,, (;4 )

£) In(*5%)
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Aufgabe 50
(a) log, 17 = 4.0875
(b) logz 13 = —6.3259

(c) logy 2 = —0.2427

Aufgabe 51

Wir bezeichnen das Miillaufkommen zum Zeitpunkt n = 0 mit My. Dann gilt
2- My = My - 1,04, folglich 2 = 1,04" und n = log; o4 2. Dieser Logarithmus
laft sich zum Beispiel berechnen durch

In 2

n =1log; g4 I 1,04 7,67

Nach 17 Jahren und etwa 8 Monaten hat sich das Miillaufkommen verdoppelt.

Aufgabe 52
a)
K, = Ko-(1+i)"
& fmo= (140
& n o= logyy, (%)

b) n=log; o7 (Z3pg5) = logy o7(1,40255125) = B9800 ~ 5,

Nach 5 Jahren betréigt das Kapital etwa 11.220,41 €.

Aufgabe 53
a) x =5
b) z=4
c) x=

lg -2

d) xzé%

Schwierigere Aufgaben:

e)
Aus  lg(z'#7) = g1
folgt lgz-lgx = 0,
also r = 1
£)
Aus lg(2'8%) = lga
folgt  (gz)? = lga.

Diese Gleichung hat 2 Losungen:

lgx =0, alsox= 1
und lgz =1, alsox =10
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g)
Aus lg(z®) = lgz
folgt rzlgr = lgx
folgt zlgx—1gx = 0
folgt (x—1)-1gz = 0
also r = 1.

h) Die beiden dquivalenten Gleichungen sind nur fiir x = —3 erfiillt.

Dann lautet die 2. Gleichung aber 4%(= 1) = 5°.
Aufgabe 54

Wir betrachten ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlédnge a = 1. Aus Sym-
metriegriinden sind auch alle Winkel gleich gro (60°). Um einen Winkel von
30° zu erhalten, zerlegen wir das gleichseitige Dreieck in zwei identische recht-
winklige Dreiecke.

Im rechtwinkligen Dreieck gilt nun:

sin300 = £ Ja=1
— sin300 = 2
= sin30° = 1
Aufgabe 55
Fiir den Flidcheninhalt des Kreisausschnittes gilt:
71'7‘2(1

AKrcisaus = 3600

Der Fliacheninhalt des Dreiecks Apreieck = Akreisaus — A 188t sich berechnen.
Dazu zerlegen wir das gleichschenklige Dreieck in zwei flichengleiche rechtwink-
lige Dreiecke, in denen der Winkel § vorkommt.

In dem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse gleich r. Die dem Winkel &
gegeniiberliegende Kathete bezeichnen wir mit z, die andere mit y.

Fiir den Flacheninhalt des Dreiecks Apyejeck gilt:

ADreieck = 2. % Ty
AuBlerdem gelten:
sin(§) = %
= =z = r-sin(§) und
cos(§) = Y
= y = r-cos(g)

Fiir den Fliacheninhalt des Dreiecks Apyejeck ergibt sich:

ADreieck = 2 % Ty
- ADreieck = 2 % . Sin(%) . COS(%)
= Apreicck = r?sin(§)cos(%)

Schliellich erhalten wir fiir den Flacheninhalt des Kreisabschnittes A:

A = Axreisaus — ADreieck
2
_ Tro 2 o « o]
= A = G —r?sin(g)cos(%)
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Aufgabe 56

Nach dem Kosinussatz gilt a? + b — 2ab - cosy. Der Satz des Pythagoras gilt
nur fiir rechtwinklige Dreiecke, und da ¢ die Hypotenuse ist, gilt v = 90° und
cosy = 0.

Aufgabe 57
Fiir den Flicheninhalt des Quadrates (A) gilt offensichtlich:
A = ¢

Diese Fliche setzt sich aus folgenden Teilflichen zusammen:
4 gleich grofie Dreiecksfldchen (Apyeieck ) und einer quadratischen Fliche (Aquadrat)-

A = 4. ADreieck + AQuadrat
= A = 4-%+(b—a)?
= A = >+’
— & = a®>+b? /!
Aufgabe 58

Betrachten Sie die Sizze zur Aufgabe. Bezeichnen wir die noch nicht benannten
Stiicke der Diagonalen des Quadrates mit der Seitenléinge a (dquadrat) jeweils
mit x, dann gilt:

dQuadrat = 2-d+2-x
Nach dem Satz des Pythagoras gilt:
dquadrat = V2a
= 2d+2x = +2a / d=2r
= 4dr4+2z = V2
= 4r = V2a-2x
— = Lo lo

Durch geschicktes Einzeichnen eines weiteren Radius (r) in einen der beiden
Kreise erhalten wir ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck mit den Kathe-
ten 7 und der Hypotenuse (r + x).

Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

272 = (r+ux)?
— \/Qr = r+x
= = = r(v2-1) / also :
= 4r = V2a-— 2r(v/2 — 1)
= 2r = V2a—2V2r
= 2 +2/2%r = V2

_ V2

= r = sV
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Aufgabe 59
Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

a’ + g* = h? / sina=4, cosa =%
= (h-cosa)?+ (h-sina)? = h? /h=1
= (cosa)? + (sina)? =1
= (sina)? + (cos a)? =1

Aufgabe 60

Die Rechtecksfliche (A) setzt sich aus folgenden Teilflichen zusammen:
zwei gleich grofie Dreiecksflichen (Apreieck 1), zwel gleich grofie Dreiecksflichen
(ADreieck 2) und einer rechteckigen Fliche (Arechteck)-

A = 2. ADreieck 1+2- ADreieck 2+ ARechteck
- A = 2(%'(ll'b1)+2(%-a2~b2)+(b1—a2)'(b2—a1)
= A = (a1-b1)+(a2-b2)+(b1—ag)-(bg—al) / sina =

/ sina =

ay - az + by - by

(c1-sina- ¢ - cosa) + (c1 - cosa - ¢g - sina)

c1 - ea(sina)? + ¢p - ca(cosa)?

= ¢ - cz(sin2 a + cos? )

LEry

Aufgabe 61
a) B~40,4° a~111,5°, a~231,12m
b) v~ 92,35° a~3597° B~51,67°

a1
b)
az
C7
2

COS

COS &

b1
C1
ba

C2

/(sina)? + (cosa)? =1
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